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CAPITOLUL 1 

 INTRODUCERE 
 

 

1.1 OBIECTIVELE TEZEI ŞI JUSTIFICAREA ALEGERII TEMEI 

Rezultatele cercetărilor teoretice şi experimentale din domeniul hidrodinamicii navale 

privind calităţile de marş ale navei sunt dintre cele mai remarcabile în ultimii ani. La 

obţinerea acestora au contribuit, prin studiile lor, iluştri mecanicieni fluidişti, oferind modele 

matematice şi informaţii valoroase pe care, mai apoi, cercetătorii din domeniul naval le-au 

aplicat în rezolvarea diverselor probleme de hidrodinamică.  

În timpul marşului, în vecinătatea suprafeţei corpului navei există un strat de fluid în 

care viteza particulelor sale prezintă o variaţie rapidă de la valoarea nulă la o valoare maximă 

v, numit strat limită, strat marginal sau strat de frecare. Acesta poate fi clasificat, în funcţie de 

natura regimului de mişcare din interiorul lui în [Andrei, 2010], [Carafoli, 1981], 

[Constantinescu et al, 1983], [Florea et al, 1979], [Gheorghiţă, 1973], [Ionescu et al, 1983], 

[Ionescu 2004], [Panaitescu, 1990], [Schlichting, 2000], [Vasilescu, 1962], [White, 2000]: 

‒ strat limită laminar; 

‒ strat limită mixt; 

‒ strat limită turbulent. 

 O consecinţă importantă a fenomenelor fizice care se dezvoltă în stratul limită o 

reprezintă rezistenţa de frecare a navei [Obreja, 2005]. 

Rezistenţa de frecare reprezintă rezultanta forţelor de frecare care acţionează asupra 

corpului unei nave ce se deplasează în mediul fluid şi care se opun mişcării acesteia. O 

asemenea rezultantă este funcţie de [Andrei, 2010], [Molland et al, 2000], [Obreja,  2005]: 

‒ mărimea suprafeţei udate;  

‒ rugozitatea suprafeţei corpului; 

‒ vâscozitatea apei; 

‒ natura mişcării fluidului în interiorul stratului limită. 

Pentru a putea vorbi despre rezistenţa de frecare este necesar să se evidenţieze locul pe 

care aceasta îl ocupă ca şi componentă a rezistenţei la înaintare a unei nave.  

Figura 1.1 prezintă componentele rezistenţei la înaintare precum şi legăturile 

rezistenţei de frecare cu aceste componente, în conformitate cu metodologia de calcul aplicată 

în prezent de către majoritatea cercetătorilor în domeniul hidrodinamicii navale [Bertram, 

2002], [Obreja  et al, 2003], [Obreja, 2005]. 

Pe treapta I este reprezentată descompunerea componentelor în ipoteza Froude. 

Rezistenţa de frecare a plăcii plane echivalente este dată de diferenţa dintre rezistenţa totală şi 

rezistenţa reziduă. Din figură se observă că rezistenţa reziduă înglobează efectul de formă al 

rezistenţei de frecare, care, dacă este adăugat rezistenţei de frecare a plăcii plane echivalente, 



 4 

rezultă rezistenţa de frecare a carenei navei, RF din treapta II a figurii, dependentă de 

vâscozitatea fluidului. Tot pe treapta II se observă că rezistenţa la înaintare este alcătuită din 

rezistenţa de frecare a carenei şi rezistenţa de presiune. Pe treapta III, conform ipotezei lui 

Hughes, rezistenţa de frecare a carenei, însumată cu rezistenţa de presiune vâscoasă, formează 

rezistenţa de vâscozitate RV [Bertram,  2002], [Obreja et al, 2003], [Obreja,  2005]. 

 

Fig. 1.1 Componentele rezistenţei la înaintare şi legăturile  

rezistenţei de frecare cu acestea [Bertram, 2002], [Obreja et al, 2003], [Obreja, 2005] 

Din figura 1.1 reiese cu uşurinţă importanţa rezistenţei de frecare şi strânsa legătură pe 

care aceasta o are cu celelalte componente ale rezistenţei la înaintare. Din datele 
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experimentale rezultă faptul că rezistenţa de frecare reprezintă pâna la 85% din rezistenţa 

totală la înaintare în cazul navelor de mică viteză (Fn<0,12) şi până la 40-50% în cazul 

navelor de mare viteză [Bertram, 2002], [Obreja, et al, 2003], [Obreja, 2005],
 

[Panaitescu,1990]. 

Cu cât rezistenţa de frecare creşte, cu atât va creşte şi rezistenţa la înaintare, scăzând 

astfel performanţele de navigaţie, fapt care nu este în interesul armatorilor implicaţi în 

exploatarea navelor comerciale.  

De aceea, teza de doctorat intitulată „Contribuţii privind extinderea teoriei stratului 

limită de la placa plană la o suprafaţă curbă, cu aplicaţii la nave” urmăreşte elaborarea şi 

validarea unei metode de calcul însoţită de un program care să permită determinarea 

rezistenţei de frecare a carenei, fără a asimila bordajul navei cu o placă plană echivalentă aşa 

cum consideră metodele actuale, ci considerându-l o suprafaţă curbă oarecare. Elaborarea unei 

metode originale de calcul bazată pe aproximarea bordajului curb al navei printr-o reuniune 

de suprafeţe poliedrale, pe feţele căreia este aplicabilă teoria clasică a stratului limită de-a 

lungul unei plăci plane, constituie obiectivul urmărit de prezenta teză de doctorat. 

 

 

 1.2 SCURT ISTORIC AL EVOLUȚIEI TEORIEI STRATULUI LIMITĂ ŞI 

CALCULULUI REZISTENȚEI DE FRECARE  

În anul 1843 matematicianul şi fizicianul George Stokes a făcut primele observaţii 

privind tranziţia de la mişcarea laminară la cea turbulentă a fluidelor în primele sale lucrări 

publicate, iar în 1845 acestea au fost urmate de studii asupra frecării fluidelor în timpul 

mişcării lor [Andrei, 2009], [White, 2000].  

În perioada 1876 - 1883 fizicianul englez Osborn Reynolds a cercetat experimental 

această tranziţie în conducte cilindrice. Iar noţiuni privind ecuaţiile de mişcare pentru 

mişcarea turbulentă au fost scrise în anul 1895 de către acesta în lucrarea sa: “On the 

dynamical theory of incompressible viscous fluids and the determination of the criterion” 

[Florea et al, 1979], [Panaitescu, 1990]. 

 O primă sesizare asupra existenţei stratului limită a fost facută de către William 

Rankine în anul 1864, explicând faptul că  prin aderarea particulelor de fluid şi prin formarea 

unui număr mare de vârtejuri (datorită vâscozităţii) în stratul de fluid din apropierea pereţilor 

unei nave ia naştere rezistenţa la înaintare a navei respective. În anul 1880 afirmaţiile lui 

Rankine privind rezistenţa hidrodinamică au fost dezvoltate de către Dmitri Ivanovici 

Mendeleev [Panaitescu, 1990].  

În perioada anilor 1882 – 1890 Nicolai Egorovici Jukovski elaborează o serie de 

lucrări legate de teoria hidrodinamică a scurgerii în tuburi.  În anul 1890 N. E. Jukovski 

exemplifică influenţa formei carenei asupra rezistenţei de frecare. Mai târziu, acesta 
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evidenţiază proprietăţile stratului limită şi rolul pe care existenţa acestuia îl are asupra 

formării rezistenţei la înaintare [Jucovski, 1952], [Panaitescu, 1990], [White, 2000]. 

Noţiunea de strat limită a fost introdusă în mecanica fluidelor în prima jumătate a 

secolului XX de către mecanicianul german Ludwig Prandtl, în a cărui importantă lucrare 

realizată în anul 1904 cu titlul „Fluid Flow in Very Little Friction”, s-au pus bazele teoriei 

stratului limită, stabilindu-se ecuaţiile de mişcare ale fluidului în strat limită. Însă din punct de 

vedere terminologic, stratul limită a fost menţionat o singură dată în lucrarea sa, sub această 

denumire, ca mai târziu, în anul 1908, acest termen sa fie utilizat în mod exclusiv de către 

ilustrul său student, Heinrich Blasius. Cu un an în urmă, acesta demonstra teoria lui Prandtl, 

integrând ecuaţiile stratului limită pentru cazurile simple de placă plană şi cilindru circular 

[Andrei, 2009], [Panaitescu,1990],
 
[White, 2000]. 

În anul 1921 mecanicianul american Theodore von Kármán a aplicat ecuaţia 

impulsului pentru stratul limită în baza căreia a elaborat, împreună cu K.Pohlhausen, o 

metodă simplă de calcul al stratului limită, fapt ce a condus la elaborarea unui număr 

semnificativ de lucrări ştiinţifice privitoare la studiul stratului limită, de o deosebită 

importanţă, de către cercetători de renume precum: Hermann Schlichting, H. Görtler, J. Tani, 

K. Stewartson [Andrei, 2009], [Andrei, 2010], [Kundu 2002]. 

 În perioada anilor 1993 – 2000, activitatea ştiinţifică a lui Grigson s-a concretizat în 

experimente de strat limită, suscitând un real interes pentru tehnicile noi ale cercetătorilor 

Kendall şi Hoochesfahani. 

În 1998, Patel a raportat calculul rezistenţei de frecare pe placa plană la un număr 

Reynolds de ordinul 10
9
, ceea ce însemna cu 10% mai mare faţă de relaţia clasică de calcul a 

lui Prandtl - Schlichting şi relaţia ITTC ’57 [Lazauskas, 2009].  

În anul 2000 Grigson a stabilit o relaţie de calcul al rezistenţei de frecare ca o 

alternativă a relaţiei ITTC’57, şi, ulterior, a fost înaintată spre examinare către comitetul ITTC 

[Lazauskas, 2009]. 

În anul 2003 cercetătorii de la NASA au utilizat relaţia Schoenherr în analiza unor 

senzori pentru curgerea pe pereţi. Aceeaşi relaţie a fost utilizată în anul 2006 de către 

Petterson şi Rizzi în domeniul transportului aerian [Lazauskas, 2009].  

Leo Victor Lazauskas, în teza sa de doctorat: „Resistance, Wave-Making and Wave-

Decay of Thin Ships with Emphasis on the Effect of Viscosity” din  anul 2009, a dezvoltat un 

model al stratului limită pe placa plană bazat pe modelul lui Grigson, utilizând clasicele şi 

recentele experimente ale stratului limită. 
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CAPITOLUL 2 

STADIUL ACTUAL PRIVIND CALCULUL REZISTENȚEI DE 

FRECARE A UNEI CARENE  
 

 

2.1 CALCULUL REZISTENȚEI DE FRECARE A PLĂCII PLANE FOLOSIND 

TEORIA STRATULUI LIMITĂ 

Ȋn timpul marşului, în jurul unei carene navale se disting trei zone de curgere a 

fluidului (fig. 2.1), şi anume [Obreja, 2005], [Bertram, 2002], [Schlichting, 2000]: 

‒ FN, zona fluidului neperturbat de corpul navei; 

 ‒ SL, zona stratului limită, în care forţele de frecare dintre fluid şi corp influenţează 

viteza particulelor de fluid; 

 ‒ S,  zona siajului, fenomen provocat de  desprinderea stratului limită. 

După cum s-a relatat în primul capitol şi după cum se poate observa în figura 2.1, de-a 

lungul stratului limită există trei regimuri de curgere [Andrei, 2010]: 

‒ curgere laminară (zona stratului limită laminar SLl); 

‒ curgere turbulentă, (zona stratului limită turbulent SLT); 

‒ curgere mixtă sau de tranziţie, (zona stratului limită de tranziţie SLt).  

 

Fig. 2.1 Zonele de curgere şi zonele de strat limită în jurul unei carene 

Mişcarea fluidului în interiorul stratului limită este întreţinută în mod preponderent de 

către forţele de vâscozitate şi forţele de presiune, forţa masică fiind neglijabilă. Datorită 

valorilor mari ale gradientului vitezei, în acest spaţiu se dezvoltă eforturi tangenţiale de 

vâscozitate apreciabile care, prin integrare şi proiecţie în planul diametral, generează 

rezistenţa de frecare a carenei. În exteriorul stratului limită gradienul vitezei este nul, deci 

eforturile tangenţiale de vâscozitate sunt nule [Andrei, 2010], [Obreja, 2005]; [Schlichting, 

2000]. 

Din cele de mai sus deducem că lichidul se comportă ca un fluid real, sau ideal după 

cum mişcarea lui are loc în interiorul stratului limită, respectiv în exteriorul acestuia [Andrei, 

2010]. 

  Pentru determinarea rezistenţei de frecare a carenei este fundamentală cunoaşterea 

relaţiei de calcul a efortului tangenţial de vâscozitate care se dezvoltă la contactul dintre fluid 

şi peretele solid al plutitorului. În acest scop se apelează cel mai frecvent, la ecuaţia integrală 

a stratului limită, stabilită de către Theodor von Kármán [Andrei, 2010], [Florea et al, 1979], 
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[Panaitescu, 1990], [Vasilescu, 1962], [Ionescu, 2004], [Ionescu et al, 1983],
 
[Schlichting, 

2000], [Kundu, 2002]. 

Pentru obţinerea acestei ecuaţii se consideră, deocamdată, o placă plană de lungime l 

şi lăţime b, de-a lungul căreia se deplasează un curent paralel cu placa, de viteză constantă v0. 

din stratul limită generat se detaşează un segment elementar, prin secţionarea lui cu două 

plane normale pe axa Ox, de abscise x, respectiv x+dx. Acestui segment elementar de fluid în 

mişcare i se aplică teorema impulsului (fig. 2.2), [Andrei, 2010], [Andrei, 2007], [Andrei, 

2009], [Schlichting, 2000]. 

 

Fig. 2.2 Segmentul de strat limită căruia i se aplică teorema impulsului 

Procedând astfel, va rezulta ecuaţia integrală a stratului limită în prezenţa unui 

gradient de presiune, sub forma [Andrei, 2010], [Vasilescu, 1962], [Ionescu, 2004], [Ionescu 

et al, 1983], [Kundu, 2002], [Florea et al, 1979], [Panaitescu, 1990], [Schlichting, 2000]:  

 0
0

0
0

2 















 dx

dp
dyv

dx

d
vdyv

dx

d
xx .  (2.1) 

Mărimile fizice incluse în relaţia (2.1) au următoarele semnificaţii: 

– densitatea fluidului; 

xv  – proiecţia pe Ox a vitezei fluidului într-un punct aparţinând secţiunii AB (v. fig. 

2.2); 

δ – grosimea stratului limită, corespunzătoare abscisei x; 

p – presiunea lichidului; 

0  – efortul tangenţial de frecare vâscoasă pe placă, corespunzător intervalului de 

abscise [x; x+dx]. 

Forţa de frecare dezvoltată pe placă se determină, în funcţie de expresia analitică a 

efortului 0 , cu relaţia [Andrei, 2010], [Vasilescu, 1962], [Ionescu, 2004], [Florea et al, 

1979], [Panaitescu, 1990], [Schlichting, 2000]:  
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l

f dxxbF
0

0 .  (2.2) 

 Spre deosebire de curgerea fluidului cu viteză constantă, paralel cu o placă plană, în 

cazul unei suprafeţe curbe modulul vitezei fluidului din exteriorul stratului limită se modifică 

în sensul mişcării. Conform ecuaţiei lui Bernoulli, variaţia modulului vitezei implică variaţia 

în sens contrar a presiunii fluidului [Andrei, 2010],  [Julieta et al, 1979], [Vasilescu, 1962]. 

Ȋn cazul curgerii de-a lungul unei suprafeţe curbe, ecuaţia integrală a stratului limită 

capătă forma [Andrei, 2010], [Julieta et al, 1979], [Vasilescu, 1962]: 

0
0

0
0

2 















 dx

dp
dyv

dx

d
vdyv

dx

d
xx , (2.3) 

unde  sv0  este modulul vitezei curentului potenţial din afara stratului limită, într-un punct al 

normalei pe suprafaţa curbă, corespunzătoare coordonatei curbilinii s, iar dn – un element al 

acestei normale. 

Ecuaţia (2.3) se poate integra în ipoteza cunoaşterii următoarelor dependenţe: 

 ,nvv  ,  svv 00  , şi   00  . (2.4) 

Integrarea analitică a ecuaţiei (2.4) în ipoteza cunoaşterii dependenţelor este, practic, 

inabordabilă datorită neliniarităţilor implicate de expresia  svv 00   (obţinută de regulă din 

modele potenţiale de curgere în jurul carenei). Evident, aceste dificultăţi sunt soluţionate nu 

fără efort, prin metodele numerice specifice curgerii fluidelor reale în jurul corpurilor [Andrei, 

2010],  [Florea et al, 1979], [Vasilescu, 1962], [Ionescu, 2004], [Panaitescu, 1990].  

 

 

2.2 CALCULUL REZISTENŢEI DE FRECARE PRIN METODA ITTC ‒ 

1957  

Asupra unei carene navale care se deplasează într-un fluid real acţionează forţele de 

frecare, opuse mişcării navei. Rezistenţa de frecare este dependentă de vâscozitatea apei şi de 

numărul Reynolds al mişcării, definit prin expresia [Obreja, 2005], [Bertram, 2002]: 






Lv
Re , (2.5) 

unde: 

v – viteza de deplasare a navei; 

L – lungimea navei între perpendiculare; 

υ – vâscozitatea cinematică a apei.  

Rezistenţa de frecare, Rf, nu se supune principiilor teoriei similitudinii, având în 

vedere imposibilitatea realizării egalităţii dintre numărul Reynolds calculat pe model şi 

numărul Reynolds calculat pe prototip (nava în mărime naturală). Ea se determină analitic pe 

model şi pe prototip, folosind metode bazate, în ultimă analiză pe teoria stratului limită. Una 

dintre ele este aşa numita metodă ITTC – 1957 privind calculul rezistenţei de frecare a unei 
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plăci plane echivalente suprafeţei udate a carenei. Această metodă consideră că [Obreja, 

2005], [Bertram, 2000]: 

‒ placa plană echivalentă are lungimea navei, L; 

‒ suprafaţa plăcii plane este egală cu suprafaţa udată a carenei, fără apendici; 

‒ curgerea în stratul limită este identică pentru placă şi navă; 

‒ curgerea este turbulentă pe întreaga lungime a navei. 

Dacă suprafaţa udată a carenei este S, rezistenţa de frecare Rf se determină cu relaţia 

[Obreja, 2005], [Bertram, 2000]: 

S
v

CR FF 



2

2

, (2.6) 

unde: 

FC  ‒ coeficientul rezistenţei de frecare al plăcii echivalente, presupusă netedă; 

ρ – densitatea apei; 

v – viteza navei. 

Coeficientul de frecare al plăcii plane echivalente se poate calcula cu relaţia ITTC ‒ 

’57 care ţine cont, în mod implicit de efectul de formă al rezistenţei de frecare [Obreja, 2005], 

[Bertram, 2000]: 

 22Relg/075,0 FC . (2.7) 

 

 

2.3 DETERMINAREA REZISTENȚEI DE FRECARE A UNEI CARENE  

PRIN METODE CFD 

 Metodele CFD (Computational Fluid Dynamics) sunt metode numerice de studiu 

privind mişcarea fluidelor în jurul corpurilor, fundamentate încă din anul 1970 şi 

perfecţionate o dată cu realizarea unor calculatoare de mare anvergură. Practic, aceste metode 

se concretizează în programe de calcul prin care se soluţionează diverse probleme de 

hidrodinamică. Din păcate, programele create pe baza metodelor CFD nu sunt, întotdeauna, la 

îndemâna cercetătorilor din varii motive [Batchelor, 2002], [Blazek, 2001], [Fletcher, 

1988a], [Hoffman et al, 2006], [Obreja, 2005], [Pozrikidis, 2001], [Rallison, 1997], 

[Versteeg et al, 1995],  [Wright, 2005], [Yanenco 1984]: 

 ‒ costuri de achiziţionare ridicate; 

 ‒ timpul de lucru adesea îndelungat, ş.a. 

 De aceea, pentru calculul rapid al rezistenţei de frecare a unei carene, de multe ori se 

renunţă la utilizarea tehnicilor CFD, preferându-se metoda ITTC – 1957, în ciuda 

inconvenientelor sale prezentate în paragraful precedent [Lazauskas, 2009]. 
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CAPITOLUL 3 

 EXTINDEREA TEORIEI STRATULUI LIMITĂ DE LA  

PLACA PLANĂ LA O SUPRAFAȚĂ CURBĂ 
 

 

3.1 UTILIZAREA METODEI LUI KÁRMÁN PENTRU DETERMINAREA 

CÂMPULUI CVASIPLAN DE VITEZE ÎN JURUL UNEI CARENE 

Metoda potenţială elaborată de Kármán permite determinarea distribuţiei de viteze în 

jurul unei carene, aflată într-un curent uniform, paralel cu planul său diametral. Ea se aplică 

pe o mulţime de plutiri drepte, prin amplasarea, pe întreaga axă de simetrie a fiecărei plutiri, a 

unor surse continue liniforme. Debitele specifice ale acestor surse vor avea asemenea valori 

încât linia de plutire considerată să se confunde într-un număr finit de puncte, cu linia de 

curent “de zero” a mişcării potenţiale generată de sistemul de surse continue adoptat. După 

determinarea, la nivelul fiecărei plutiri, a potenţialului complex al mişcării, putem obţine 

câmpul de viteze necesar calculului rezistenţei de frecare a carenei. Acest câmp de viteze este 

cvasiplan din următoarele considerente: 

a) sursele continue liniforme generează, la nivelul unei plutiri, o mişcare plană, 

reprodusă riguros într-un strat prismatic infinitesimal având volumul dzSdV   (S este aria 

plutirii respective, iar dz – grosimea stratului, măsurată pe verticală); 

 b) sursele continue liniforme diferă de la o linie de plutire la alta. 

  

 

3.1.1 Determinarea potenţialului complex al unei surse continue liniforme 

Fie o sursă continuă liniformă, 

dispusă pe axa reală Ox a planului 

complex, între punctele de abscise x
i
, 

respectiv x
i+1

. Notăm prin iq =const. 

debitul specific al acestei surse (adică 

debitul furnizat de o astfel de sursă 

având lungimea egală cu unitatea, fig. 

3.1). debitul unui element de sursă 

continuă extins între punctele de abscise x, respectiv x+dx va fi dxqQ ii  , iar potenţialul 

complex al acestui element de sursă va fi [Andrei, 2004], [Andrei et al, 2011b], [Carafoli et 

al, 1981]: 

)ln(
2

)ln(
2

xz
dxq

xz
Q

dW ii
i 







 . (3.1) 

 

 

 

Fig. 3.1 Sursă continuă dispusă pe axa Ox 

[Andrei et al, 2011b], [Rodicichin et al, 2012d] 
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Prin integrare pe intervalul  1, ii xx  aplicând schimbarea de variabilă z-x=t şi 

renunţând la termenul constant  ii
i xx

q



1

2
, rezultă potenţialul complex al sursei liniforme 

de lungime finită iii xxl  1  [Andrei, 2004], [Andrei et al, 2011b], [Carafoli et al, 1981]: 

        11 lnln
2

)(   iiii
i

i xzxzxzxz
q

zW


. (3.2) 

 

 

 3.1.2 Determinarea potenţialului complex al unui sistem de n surse 

continue liniforme 

           Considerăm un 

sistem de n surse continue 

liniforme dispuse pe axa 

Ox; sursa de rangul i se 

extinde între punctele de 

abscise ix , respectiv 1ix , 

ni ,1 , (fig. 3.2).   

 Potenţialul complex 

rezultant va fi [Andrei, 

2004], [Andrei et al, 

2011b], [Carafoli et al, 

1981]: 

)()(

1

zWzW
n

i

i


 ,

 
(3.3) 

 zWi , având expresia (3.2). 

 

 

   3.1.3 Determinarea potenţialului complex rezultant al unui curent axial şi 

al unui sistem de n surse continue liniforme 

Fie un curent axial de viteză v
0
, dirijat pe direcţia şi sensul pozitiv al axei Ox. 

Potenţialul complex al acestui curent de fluid este binecunoscut [Andrei, 2004], [Andrei et al, 

2011b]: 

  zvzW  00 . (3.4) 

Potenţialul complex al mişcării obţinută prin suprapunerea curentului axial de mai sus 

peste sistemul de n surse continue liniforme din paragraful 3.1.2 are expresia [Andrei, 2004], 

[Andrei et al, 2011b]: 

 

Fig. 3.2 Sistem de n surse continue liniforme dispuse pe axa Ox 

[Andrei et al, 2011b], [Rodicichin et al, 2012d] 
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n

i

iiiii xzxzxzxzqzvzWzWzW

1

1100 lnln
2

1
)()()(


.
 

(3.5) 

Relaţia (3.5) este perfect determinată dacă se cunosc debitele specifice  niqi ,1,  . 

 

 

  3.1.4 Determinarea ecuaţiei liniei de curent de zero 

 Relaţia (3.5) permite obţinerea funcţiei de curent  , şi apoi, a liniei de curent 

„de zero”, 0 . Ȋn acest scop, vom efectua înlocuirile [Andrei, 2004], [Andrei et al, 

2011b], [Carafoli et al, 1981]: 

  izW )( ; 

iyxz  ; 

  ,sincos 1
111111

 
ii

iiiiii eririyxxxz
  

unde: 

  22
yxxr ii  ,   22

11 yxxr ii   ; 

i

i
i

r

xx 
cos , 

1

1
1cos









i

i
i

r

xx
 

i
i

r

y
sin , 

1
1sin


 

i
i

r

y
. 

(3.6) 

 Prin egalarea părţilor imaginare va rezulta [Andrei, 2004]; [Andrei et al, 2011b]; 

[Carafoli et al, 1981]; [Rodicichin et al, 2012d]: 

 

  .sinlncos

sinlncos
2

1

111111

1

0









 

iiiiii

iiiiii

n

i

i

rrr

rrrqyv







 (3.7) 

 Ȋnlocuind 0 , se obţine linia de curent de zero [Andrei, 2004]; [Andrei et al, 

2011b]; [Carafoli et al, 1981]; [Rodicichin et al., 2012d]: 

 
 

  .0sinlncos

sinlncos
2

1

111111

1

0











iiiiii

iiiiii

n

i

i

rrr

rrrqyv




  (3.8) 

 Această ecuaţie rămâne invariabilă dacă vom înlocui y cu -y, şi θi, θi+1 respectiv cu -θi, 

-θi+1, ceea ce dovedeşte că linia de curent de zero este simetrică faţă de axa Ox. Mai mult, 

această  curbă este închisă dacă [Andrei, 2004], [Andrei et al, 2011b], [Carafoli et al, 1981], 

[Rodicichin et al, 2012d]: 





n

i

ii

n

i

i lqQ

11

0 . (3.9) 
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unde, iii xxl  1 , ni ,1 . 

Pentru determinarea debitelor specifice q
i
, ni ,1  se procedează astfel: 

‒ se aleg n-1 puncte distincte pe o semilinie de plutire, caracterizate prin coordonatele 

(x, y) cunoscute; 

‒ impunem condiţia ca aceste puncte să verifice ecuaţia liniei de curent de zero (3.8), 

rezultând n-1 ecuaţii în necunoscutele q
i
, ni ,1 ; 

‒ se mai ataşează condiţia de închidere a liniei de curent de zero, (3.9), adică a n-a 

ecuaţie a unui sistem liniar în necunoscutele q
i
, ni ,1 . 

Cu precizarea debitelor specifice q
i
, ni ,1 , potenţialul complex (3.5) este, astfel, 

determinat. 

  

 

 3.1.5 Determinarea distribuţiei de viteze în planul unei linii de plutire  

Dispunând de potenţialul complex al mişcării în planul unei linii de plutire,  zW  , 

putem obţine componentele xv  şi yv  ale vitezei fluidului pe baza vitezei complexe [Andrei, 

2004], [Andrei et al, 2011b]: 

yx ivv
dz

dW




, (3.10) 

unde  zWW    are expresia (3.6). 

Viteza complexă de mai sus, devine [Andrei, 2004], [Andrei et al, 2011b], [Carafoli 

et al, 1981]: 

 




 
















n

k

kk

k

kk
n

i i

i
i i

r

rq

xz

xz
qv

dz

dW

1

1

11 1

0

*

ln
2

ln
2

1



. (3.11) 

(s-a preferat, în final, ca indicele de insumare să fie k şi nu i, pentru a evita confuzia dintre 

indicele i şi numărul pur imaginar 1i . 

Egalând expresiile vitezei complexe (3.10) şi (3.11), rezultă [Andrei, 2004], [Andrei et 

al, 2011b], [Rodicichin et al, 2012d]: 









n

k i

ii
x

r

rq
vv

1

1
0 ;ln

2
  

 






n

k

ii
i

y

q
v

1

1 ,
2

 

(3.12) 

şi  apoi [Andrei, 2004], [Andrei et al, 2011b], [Rodicichin et al, 2012d]: 

22
yx vvvv  . (3.13) 
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3.1.7 Calculul distribuţiei coeficientului de presiune de-a lungul unei linii 

de apă 

Aplicând ecuaţia lui Bernoulli între punctul de la infinit (mult în faţa navei), şi  un 

punct caracterizat prin presiunea p  şi viteza v , şi un punct al liniei de apă în care 

presiunea este p iar viteza este v, vom avea [Andrei, 2004], [Rodicichin et al, 2012d]: 

22

22 v
p

v
p   
 , (3.14) 

unde, 0vv   (viteza navei). 

Coeficientul de presiune se determină cu relaţia [Andrei, 2004], [Rodicichin et al, 

2012d], [Carafoli et al., 1981], [Constantinescu et al, 1983]: 

2

0

2

0

22

0 1 












v

v

v

vv
cp . (3.15) 

Din relaţia (3.15) rezultă curba
 

 xcc pp  ;  lx ,0 , observând că v=v(x). 

 

 

3.2 O MODALITATE DE EXTINDERE A TEORIEI STRATULUI LIMITĂ 

DE LA PLACA PLANĂ LA O SUPRAFAȚĂ CURBĂ 

3.2.1 Consideraţii generale 

 Să considerăm o suprafaţă cilindrică dreaptă cS , având curba directoare C (o curbă 

conţinută într-un plan orizontal), iar dreapta generatoare are   ‒ verticală. Suprafaţa cS  este 

situată într-un curent de fluid dirijat după direcţia axei de simetrie a curbei C. Planul vertical 

care conţine această axă se numeşte plan diametral, notat prin simbolul P.D. (fig. 3.3) şi este 

evident, un plan de simetrie al suprafeţei cS  [Andrei, 2004]. 

 Generatoarele ii  , 1,1  ni  şi kk  , nk ,2  reprezintă cele 2n muchii ale unei 

suprafeţe poliedrale pS  care aproximează suprafaţa cilindrică cS . Evident, aproximaţia este 

cu atât mai bună cu cât numărul muchiile suprafeţei pS  este mai mare (suprafaţa pS  se 

confundă cu suprafaţa cS  când n ). Feţele suprafeţei poliedrale sunt panouri (plăci) 

dreptunghiulare. Muchiile ii   şi    11  ii  determină panoul iP , ni ,1 ; tot astfel, 

muchiile kk   şi    


 11 kk determină panoul kP , nk ,1 . (de notat că următoarele 

muchii coincid: 11  şi 11  , respectiv    11  nn  şi    


 11 nn ). 
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Aşadar, suprafaţa cilindrică cS  

s-a aproximat prin suprafaţa 

poliedrală pS  alcătuită din 2n 

panouri (plăci) plane [Andrei, 

2010]. 

Muchiile ii   şi 

   11  ii  ale panoului iP  

sunt traversate de fluid cu 

vitezele iv , respectiv 1iv , care 

pot fi determinate pe baza 

metodei potenţiale de tip 

Kármán (prezentată într-un 

paragraf precedent). 

După cum vom arăta în 

cele ce urmează, putem admite 

că panoul plan iP  se află într-un curent având viteza de fluid 

iv  paralelă cu acest panou; 

viteza 

iv  de mai sus se alege ca medie ponderată a vitezelor iv , şi 1iv , astfel încât vectorii 


iv  şi 1ii AA  (fig. 3.4) să fie coliniari (Andrei, 2004). 

Din cele de mai sus rezultă posibilitatea 

aproximării curgerii reale în jurul unei suprafeţe 

cilindrice cu o curgere cvasi-echivalentă în jurul unei 

succesiuni de plăci plane. Cum teoria stratului limită de-

a lungul unei suprafeţe plane este destul de bine 

elaborată, ea poate fi aplicată şi în cazul unei carene 

cilindrice, aproximată printr-o suprafaţă poliedrală ale 

cărei feţe iP  sunt scăldate de fluid cu vitezele 

iv  

(paralele cu aceste feţe şi, respectiv, constante de-a 

lungul lor). 

 3.2.2 Modelul de calcul al vitezei fluidului 

în jurul bordajului poliedral echivalent 

Ȋn acest paragraf vom prezenta calculul vitezelor 

iv  coliniare cu vectorii 1ii AA , 

ni ,1 . Referindu-ne la panoul iP , viteza 

iv  paralelă cu acesta, se adoptă ca medie ponderată 

a vitezelor punctelor iA , 1iA  [Andrei et al, 2009]: 

1

11*










ii

iiii
i

vv
v , (3.16) 

 

Fig. 3.3 a) Cilindrul divizat în n plăci plane; 

 
Fig. 3.3 Panou al suprafeţei 

poliedrale 
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ponderile i  şi 1 i  fiind necunoscute. Relaţia (3.16) se poate scrie succesiv: 

i

iii

i

i

i
i

i
i

i
p

vpv
vv

v















 






1
1

1

1

1
1

*
, (3.17) 

unde, 
i

i
ip




 1 . 

 Ponderea ip  urmează a fi determinată din condiţia de coliniaritate a vectorilor 

iv  şi 1ii AA . 

Aceşti vectori se scriu în funcţie de coordonatele lor astfel: 

   
i

yiiyixiixi

i
p

jvpvivpv
v








1

11*
; 

    jyyixxAA iiiiii   111 . 

(3.18) 

 Rezultă din condiţia de coliniaritate a vectorilor de mai sus [Andrei et al, 2009]: 

i
jxiijxi

jyiijyi
m

vpv

vpv










1,1,

1,1,
, (3.19) 

unde, 
ii

ii
i

xx

yy
m










1

1  este panta segmentului 1ii AA  . 

Relaţia (3.19) permite calculul ponderii ip  [Andrei et al, 2009]: 

11  




xiiyi

xiiyi

i
vmv

vmv
p . (3.20) 

Odată cu precizarea ponderii ip , putem determina viteza 


iv  şi, modulul acesteia 

[Andrei, 2009]: 

2

1
2

1**

)1(

)(

i

yiiyixiixi

ii
p

vpvvpv
vv







. (3.21) 

În legătură cu ponderea ip  dată de relaţia (3.20), deosebim următoarele situaţii  

particulare [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 

1) 
xi

yi

xi

yi

i
v

v

v

v
m 





1

1
; 

2) 
xi

yi

xi

yi

i
v

v

v

v
m 





1

1
; 

 3) 1ip . 

În primul caz ponderea ip  devine infinită, iar modulul vitezei 


iv  se determină printr-

un proces de trecere la limită [Andrei et al], [2009; Andrei, 2010]: 
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2
1

2
12

2
1

2
1*

1
lim 











yixi

i

yiiyixiixi

p
i vv

p

vpvvpv
v

i

. (3.21) 

În cel de-al doilea caz, ponderea ip  din relaţia (3.20) prezintă o nedeterminare de 

forma 








0

0
, ridicată prin aplicarea regulii lui l’Hôspital relativă la variabila im [Andrei et al, 

2009], [Andrei, 2010]: 

1


xi

xi
i

v

v
p . (3.22) 

Mai mult, dacă ponderea ip  din relaţia (3.22) are valoarea „-1”, modulul vitezei 


iv  

dat de relaţia (3.28) trebuie să prezinte, în mod necesar, o nedeterminare de tipul 








0

0
, (având 

în vedere că 


iv =finit). 

Aplicând regula lui l’Hôspital (pentru 1ip ), obţinem modulul vitezei 


iv  [Andrei et 

al, 2009], [Andrei, 2010]: 

   
 

.
1

lim 2
1

2
12

2
1

2
1*

1













yixi

i

yiiyixiixi

p
i vv

p

vpvvpv
v

i

 (3.23) 

Cazul 3) ( 1ip ) a fost, deja, analizat mai sus. 

În concluzie, în toate situaţiile, vitezele 


iv  pot fi determinate. Cum aceste viteze sunt 

paralele cu panourile plane iP , vom integra cu uşurinţă ecuaţia lui Kármán privind 

determinarea grosimii stratului limită pe fiecare panou, rezultând , în final, efortul tangenţial 

de frecare dintre fluid şi panoul respectiv. 

 

 

3.3 MODELUL CVASI-PLAN DE CALCUL AL REZISTENȚEI DE 

FRECARE A UNEI CARENE  

3.3.1. Consideraţii preliminare 

Considerăm o navă având pescajul de plină încărcătură T. Raportăm carena la un 

sistem spaţial de axe Oxyz, având următoarele particularităţi [Andrei et al, 2012]: 

‒ planul diametral coincide cu planul xOz; 

‒ planul xOy este planul plutirii drepte de plină încărcătură; 

 ‒ axa Oz se află în dreapta etravei (fig. 3.4). 
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Fig. 3.4 Suprafaţa unei carene divizată în panouri (Andrei et al, 2012); 

Prin kWL , mk ,0 , s-a notat linia de apă corespunzătoare pescajului kT , unde TT 0 ; 

planele care conţin aceste linii au, evident, ecuaţiile   TTTTzz kkk  . 

Planele ixx  , 1,1  ni , reprezentate în figura 1 prin urmele lor pe planul xOy, au 

următoarele caracteristici [Andrei et al, 2012]: 

 ‒ planul 1xx   coincide cu planul yOz (deci 01 x ); 

 ‒ planul 1 nxx  se află în stânga etamboului. 

Planele kzz   ( mk ,0 ), ixx   ( 1,1  ni ), etrava şi etamboul determină pe bordaj o 

reţea de panouri curbe de tipul kikikiki PPPP ,1,,1,1  , unde 1,0  mk , iar 1,2  ni ; prin kiP ,  

am notat un punct al semiliniei de apă kWL , de abscisă ix  (fig. 2), [Andrei et al, 2012]. 

Revenind asupra panoului curb 

kikikiki PPPP ,1,,1,1  , acesta poate fi aproximat printr-un 

panou plan de forma unui paralelogram definit prin 

două laturi consecutive, şi anume (Andrei et al, 2012): 

      a) laturile kiki PP ,,1  şi 1,1,1  kiki PP  (fig. 3.6 a); 

      b) laturile kiki PP ,,1  şi 1,, kiki PP  (fig. 3.6 b); 

      c) laturile 1,1,1  kiki PP  şi kiki PP ,11,1   (fig. 3.6 c);  

      d) laturile 1,1,1  kiki PP  şi kiki PP ,1,   (fig. 3.6 d). 

 Ȋn variantele a) şi b) se admite că fluidul se 

deplasează pe direcţia şi sensul vectorului kiki PP ,,1  

(deci paralel cu panoul plan respectiv), cu viteză 

constantă [Andrei et al, 2012]: 

 

Fig. 3.5 Limitele panoului curb kiP ,  al 

suprafeţei carenei 
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ki

kikiki

ki
p

vpv
v

,1

,,1,1

,1
1 







, (3.24) 

kiv ,1  şi kiv ,  sunt vitezele fluidului în punctele kiP ,1 , respectiv kiP ,  (rezultate din modelul 

potenţial de curgere), iar kip ,1  ‒ ponderea care asigură paralelismul vectorilor kiki PP ,,1  şi 


 kiv ,1 . 

  

Fig. 3.6 a) Fig. 3.6 b) 

 

 
 

Fig. 3.6 c) Fig. 3.6 d) 

Asemănător, în variantele c) şi d) se admite că fluidul se deplasează pe direcţia şi 

sensul vectorului 1,1,1  kiki PP  (deci paralel cu panoul plan respectiv), cu viteză constantă 

[Andrei et al, 2012]: 
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1,1

1,1,11,1

1,1
1 








ki

kikiki

ki
p

vpv
v , (3.25) 

1,1  kiv  şi 1, kiv  sunt vitezele fluidului în punctele 1,1  kiP , respectiv 1, kiP  (rezultate din 

modelul potenţial de curgere), iar 1,1  kip  ‒ ponderea care asigură paralelismul vectorilor 

1,1,1  kiki PP  şi 


 1,1 kiv . 

Fie fdfcfbfa FFFF ,,,  forţele de frecare dezvoltate de fluid pe panourile plane 

corespunzătoare celor patru variante prezentate mai sus, iar fdfcfbfa RRRR ,,,  ‒ proiecţiile 

acestor forţe pe planul diametral al navei. Media aritmetică a acestor proiecţii, fiR , 4,1i , va 

aproxima componenta rezistenţei de frecare a navei corespunzătoare panoului curb 

kikikiki PPPP ,1,,1,1  , notată prin 
kikikiki PPPfPR

,1,1,1,1 
 (Andrei et al, 2012). 

Dacă fcR  este rezistenţa de frecare a chilei, rezistenţa de frecare a navei va avea 

expresia [Andrei et al, 2012]: 

fc

m

k

n

i

PPPfPf RRR
kikikiki
 










1

0

1

2
,1,1,1,1

2  (3.26) 

(suma dublată se aplică tuturor panourilor curbe care compun fie tribordul, fie babordul). 

 

 

3.3.2 Determinarea rezistenţei de frecare a unui panou curb al unei carene 

Fie linia poligonală deschisă knknkk PPPP ,1,,2,1 ,.,...,,   alcătuită din corzile kiki PP ,,1 , 

1,2  ni , care aproximează semilinia de apă kWL  din figura 3.4. Dispunând în linie dreaptă  

acest contur poligonal, se obţine segmentul knk PP ,1,1  ,  situat pe semiaxa kO , având originea 

O suprapusă peste punctul kP ,1  [Andrei et al, 2012].  

 

Fig. 3.7 Contur poligonal situat pe axa kO  

Ȋn ce priveşte efortul tangenţial de frecare, acesta corespunde regimului turbulent 

(caracteristic mişcării lichidului în jurul bordajului navei), având expresia [Andrei et al, 

2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 

25,0

0

2
0

75,1

0
1

028,0 


























v
v

n

n
t . (3.27) 

Ȋn relaţia de mai sus mărimile incluse au următoarele semnificaţii:  ,    ‒ densitatea, 

respectiv vâscozitatea cinematică a lichidului; 0v  ‒ modulul uneia dintre vitezele date de 



 22 

relaţiile (3.24) şi (3.25);   ‒ grosimea locală a stratului limită dezvoltat deasupra panoului 

plan corespunzător uneia dintre variantele a), b), c), şi d) menţionate în paragraful 3.3.1;  n – o 

valoare din mulţimea }11,10,9,7{n , aleasă în funcţie de numărul Reynolds, definit prin 

[Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 







k

k

Lv
Re , (3.28) 

unde, v – viteza de regim a navei; 
kL  ‒ lungimea conturului poligonal knknkk PPPP ,1,,2,1 ,.,...,,  , 

mk ,0 . 

Ȋn cazul curgerii fluidului cu viteza 

 kiv ,1  de-a lungul panoului plan definit în 

variantele a) şi b) prin integrarea ecuaţiei lui Kármán pe domeniul  
kiki PPk ,,1

,


 se obţine 

[Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 
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Constanta de integrare kiC ,1  se determină din condiţia 
kiPk ,1

 , 
kiP ,1

 , unde, 

1,2  ni , 1,0  mk , iar 00,1


kP  [Andrei et al, 2012], [Andrei et al, 2009]: 

Ȋn cazul curgerii fluidului cu viteza 


 1,1 kiv  de-a lungul panoului plan definit în 

variantele c) şi d), prin integrarea ecuaţiei lui Kármán pe domeniul  
1,1,1

,1 
  kiki PPk  se 

obţine [Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 
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Constanta de integrare 1,1  kiC  se determină din condiţia 
1,11 

  kiPk , 
1,1 


kiP , 

unde, 1,2  ni , 1,0  mk , iar 0
1,1


kP . [Andrei et al, 2012], [Andrei et al, 2009): 

În baza relaţiilor (3.27), (3.29) şi (3.30), putem determina efortul tangenţial turbulent 

dezvoltat pe panoul plan de-a lungul laturilor kiki PP ,,1 , (în variantele a) şi b)), respectiv 

1,1,1  kiki PP  (în variantele c) şi d)), notat prin 
kiki PP ,,1

 , şi 
1,1,1 


kiki PP . Valorile medii ale 

acestor eforturi se obţin din relaţiile [Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 
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În cazul curgerii fluidului de-a lungul unui panou plan de forma unui paralelogram, cu 

o viteză constantă, paralelă cu una dintre laturile panoului (de exemplu MQ, fig. 3.8), efortul 

tangenţial de frecare de-a lungul laturii are, practic, aceeaşi distribuţie (deci şi aceeaşi valoare 

medie) de-a lungul oricărui 

segment  RS înscris în 

paralelogram, paralel cu latura 

MQ. Altfel spus, valoarea 

medie a efortului tangenţial de 

frecare calculată de-a lungul 

laturii MQ (sau NP) este 

aceeaşi cu valoarea medie a aceluiaşi efort pentru întreaga suprafaţă a paralelogramului. Ȋntr-

adevăr, dacă   este valoarea medie a efortului tangenţial de frecare de-a lungul segmentelor 

MQ şi RS, atunci pe o suprafaţă elementară a paralelogramului  dldA  (fig.3.8) se dezvoltă 

forţa de frecare [Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 

  dldAdFf , 

unde,   nu depinde de  .  

Forţa de frecare pe întreg paralelogramul MNPQ se obţine prin integrare [Andrei et al, 

2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 

bldldFF

b

A

ff  


0

. (3.33) 

Atunci, efortul mediu de frecare pe toată suprafaţa paralelogramului MNPQ va fi 

[Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 










bl

bl

A

F f

med . (3.34) 

Pornind de la aceste considerente, forţele de frecare dezvoltate de fluid pe panorile 

plane definite în variantele a), b), c), şi d), sunt [Andrei et al, 2012], [Andrei, 2010], [Andrei 

et al, 2009]: 

 1,1,1,,1,,11 
 
 kikikikiPPf PPPPF

kiki
; (3.35) 

1,,,,1,,12 
 
 kikikikiPPf PPPPF

kiki
; (3.36) 

kikikikiPPf PPPPF
kiki ,11,11,1,11,1,13 

 


; (3.37) 

kikikikiPPf PPPPF
kiki ,1,1,1,14 1,1,1 

 


. (3.38) 

Fie 
kiki PP ,,1

 , 
1,1,1 


kiki PP  unghiurile formate de segmentele orizontale kiki PP ,,1 , 

respectiv 1,1,1  kiki PP  cu planul diametral al navei. Avem, evident [Andrei et al, 2012], 

[Andrei, 2010], [Andrei et al, 2009]: 

 

Fig. 3.8 Panou plan de forma unui paralelogram 
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Proiecţiile forţelor 
if

F , 4,1i  pe planul diametral vor fi [Andrei et al, 2012], [Andrei, 

2010], [Andrei et al, 2009]: 

kiki PPff FR
,,111

cos


 ; (3.41) 

kiki PPff FR
,,122

cos


 ; (3.42) 

1,1,133
cos




kiki PPff FR ; (3.43) 

1,1,144
cos




kiki PPff FR . (3.44) 

Media aritmetică a forţelor 
if

R , 4,1i  va reprezenta componenta rezistenţei de frecare 

a navei corespunzătoare panoului curb kikikiki PPPP ,1,,1,1   [Andrei et al, 2012], [Andrei, 

2010], [Andrei et al, 2009]: 

4

4

1

,1,1,1,1
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PPPfP
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kikikiki

R

R , 
(3.45) 

inclusă în relaţia (3.26). 

Ȋn ce priveşte termenul 
cf

R  (prezent în relaţia (3.26)), el se calculează relativ simplu: 

este cazul unei plăci plane într-un curent paralel, de viteză constantă (viteza de regim a navei). 

 

 

3.4 CONCLUZII ŞI OBSERVAŢII FINALE 

a) Modelul prezentat în acest paragraf este cvasi-plan, având la bază un câmp de viteze 

cu două componente scalare,  vx şi vy, de forma:  zyxvv xx ,, ,  zyxvv yy ,, . Ele se obţin 

prin metoda surselor liniforme Kármán dispuse în planul diametral al navei, având 

intensităţile variabile cu cota z; 

b) Aproximarea unui panou curb de bordaj prin panouri plane de forma unor 

paralelograme (variantele a, b, c şi d din paragraful 3.3.1), considerarea faptului că fluidul 

curge paralel cu aceste panouri cu viteze de tipul celor menţionate în relaţiile (3.24) şi (3.25) 

şi medierea forţelor 
if

R , 4,1i  reprezintă modalităţi de ameliorare a abaterii de la forma 

curbă a panoului de bordaj şi de la variaţia cu z a câmpului de viteze (3.45); 

c) Evident, precizia modelului va fi cu atât mai bună cu cât numărul panourilor de 

bordaj luate în calcul este mai mare. 
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CAPITOLUL 4 

PROGRAM DE CALCUL AL REZISTENŢEI DE FRECARE A 

UNEI CARENE 
 

 

4.1 OBIECTIVELE PROGRAMULUI  

Soluţionarea modelului matematic de calcul al rezistenţei de frecare a unei carene, 

prezentat în capitolul precedent, devine tot mai laborioasă cu cât numărul panourilor în care se 

divizează bordajul este mai mare. Dificultăţile implicate de un asemenea volum de calcul sunt 

transferate computerului, cercetătorului revenindu-i misiunea de a elabora programul de 

calcul potrivit scopului propus: determinarea rezistenţei de frecare. Acest scop reprezintă, de 

fapt, obiectivul final al programului de calcul pe care îl vom prezenta în cele ce urmează. 

Până la atingerea unui astfel de obiectiv, se impun a fi soluţionate, în prealabil, următoarele 

obiective adiacente [Rodicichin, 2012a]: 

‒ determinarea câmpului de viteze la nivelul fiecărui plan de plutire luat în studiu, 

folosind o metodă potenţială de curgere de tip Kármán; 

‒ determinarea legii de variaţie a grosimii stratului limită la nivelul fiecărei linii de 

apă; 

‒ determinarea legii de variaţie a efortului tangenţial de frecare dintre lichid şi 

bordajul navei, în lungul fiecărei linii de apă. 

Codul în care a fost implementat modelul matematic de calcul al rezistenţei de frecare 

a unei carene este realizat în limbaj Matlab. Sistemul Matlab (Matrix Laboratory) aparţine 

firmei The MathWorks, Inc., SUA, şi  reprezintă atât un limbaj cât şi un mediu de programare 

de înaltă performanţă. Ca mediu de lucru, Matlab include facilităţi pentru manipularea 

variabilelor în spaţiul de lucru, pentru importul şi exportul datelor, precum şi instrumente 

pentru dezvoltarea şi manipularea fişierelor (M-files) şi a aplicaţiilor Matlab. Acesta 

reprezintă un mediu interactiv de calcul al problemelor inginereşti şi ştiinţifice, operând în 

general cu matrici. Din acest motiv toate variabilele sau datele de intrare, calculele unei 

probleme şi datele de ieşire sunt reprezentate sub această formă [Driscoll, 2006], [Ghinea et 

al, 2008], [Hahn et al, 2007], [Hunt et al, 2001], [Matlab 7, 2004], [Rodicichin et al, 2012c], 

[Rodicichin et al, 2012d]. 
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4.2 ALGORITMUL DE SOLUȚIONARE A MODELULUI MATEMATIC 

PRIVIND CALCULUL REZISTENȚEI DE FRECARE A UNEI CARENE 

Descriere algoritmului de calcul al 

rezistenţei de frecare pe bordajul unei 

carene din cadrul programului este 

realizată cu ajutorul schemei logice 

reprezentată sub forma unei structuri bloc 

(fig. 4.1). Aceasta se compune din cinci 

etape principale, fiecare la rândul ei 

având mai mulți pași secvențiali. 

Structura bloc a fost elaborată în baza 

modelului matematic prezentat în 

capitolul anterior respectând în totalitate 

ordinea de calcul și condițiile impuse de 

acesta.  

În cadrul tezei sunt incluse 

schemele logice detaliate ale fiecărei 

etape din structura prezentată în figura 

4.1, în conformitate cu modelul de calcul. 

De asemenea este inclusă 

modalitatea de prelucrare a datelor de 

intrare şi raportarea unei carene la 

sistemul de axe local, respectiv global. 

Este realizată o corelare model matematic 

– program prin intermediul căreia sunt 

explicate amănunțit instrucțiunile și 

secvențele de comandă din cadrul programului. Fișierul script al programului numit Kármán-

Flow.m file a fost inclus în anexa 2 a tezei. 

 

 

4.3 CONCLUZII  

Avantajele oferite de sistemul Matlab cu privire la soluţionarea modelului matematic 

au condus la realizarea programului de calcul al rezistenţei de frecare, prezentat în acest 

capitol. Acest sistem de calcul şi programare oferă posibilitatea de a rezolva o problemă prin 

mai multe modalităţi. Astfel, au fos analizate toate variantele de soluţionare a diverselor 

probleme întâmpinate pe parcurs şi au fost adoptate cele potrivite pentru cazul de faţă. De 

aceea, programul Kármán-Flow are capacitatea de a satisface toate cerinţele impuse iniţial, şi, 

evident de a atinge obiectivul propus. El oferă facilitatea de a realiza calcule pe carene drepte 

având un număr de linii de apă impus de către utilizator, acestea, la rândul lor fiind divizate 

 
Fig. 4.1 Structura bloc principală a programului 

Kármán-Flow 

PASUL I 

Determinarea distribuţiei de viteze la nivelul 

fiecărei semilinii de plutire luată în studiu 

PASUL II 

Calculul vitezelor ponderate coliniare cu 

segmentele conturului poligonal prin care se 

aproximează fiecare linie de apă 

PASUL III 

Deducerea legii de variaţie a grosimii 

simită la nivelul fiecărei linii de apă 

PASUL IV 

Determinarea efortului tangenţial mediu de 

frecare dintre lichid şi bordajul navei, în 

lungul fiecărei linii de apă 

PASUL V 

Calculul rezistenţei de frecare a carenei nude 
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într-un număr variabil de segmente (deci, bordajul navei poate fi împărţit în câte panouri se 

doreşte). Pentru ca acurateţea rezultatelor să fie cât mai bună, este necesar ca echivalarea 

carenei printr-o reuniune de panouri să fie cât mai riguroasă. 

Pe lângă obiectivul principal al acestei teze, anume calculul rezistenţei de frecare a 

unei carene, programul mai soluţionează şi alte probleme de hidrodinamică, cum ar fi: 

‒ determinarea distribuţiei de viteze şi presiuni la nivelul fiecărui plan de plutire luat 

în studiu, folosind o metodă potenţială de curgere de tip Kármán; 

‒ determinarea legii de variaţie a grosimii stratului limită la nivelul fiecărei linii de 

apă. 
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CAPITOLUL 5 

VALIDAREA REZULTATELOR OBȚINUTE CU AJUTORUL 

PROGRAMULUI DE CALCUL AL REZISTENȚEI DE FRECARE A 

UNEI CARENE 
 

 

5.1 CALCULUL REZISTENŢEI DE FRECARE A UNEI CARENE CU 

AJUTORUL PROGRAMULUI KÁRMÁN-FLOW 

5.1.1 Modelul de navă utilizat în vederea validării programului Kármán-

Flow  

Pentru validarea programului de calcul a fost ales modelul experimental ITTC al 

universităţii “Dunărea de Jos” din Galaţi (fig. 5.1), având caracteristicile din tabelul 5.1. Este 

un model de navă simplă, fără apendici (deci are o carenă nudă), fără bulb prova. 

 

Tabelul 5.1 

Caracteristici principale Valori  

Lungimea la plutire, LWL 2.878 m 

Lungimea între perpendiculare, LPP 2.8 m 

Lăţimea, B 0.4 m 

Pescajul, T 0.166 m 

Deplasamentul volumetric,   0.107 m
3
 

Suprafaţa udată, S 1.409 m
2
 

Coeficientul bloc, CB 0.560 

Coeficientul secţiunii maestre, CM 0.957 

Coeficientul plutirii, CW 0.756 
 

Fig. 5.1 Modelul experimental ITTC 

 

 

5.1.2 Datele de intrare ale programului Kármán-Flow 

După cum reiese din capitolul 4 al tezei, datele de intrare ale programului Kármán-

Flow sunt: 

 ‒ fişier ce conţine coordonatele liniilor de apă pe abscisă, unde fiecare linie de apă este 

raportată la un sistem de axe de coordonate cu originea în 0, notat x; 

 ‒ fişier ce conţine coordonatele liniilor de apă pe ordonată, unde fiecare linie de apă 

este raportată la un sistem de axe de coordonate cu originea în 0, notat y; 

 ‒ fişier ce conţine coordonatele liniilor de apă pe abscisă, raportat la un sistem de axe 

de coordonate cu originea în primul punct al liniei de apă de la cota 0, notat xcarena; 
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 ‒ fişier ce conţine coordonatele liniilor de apă pe ordonată, raportat la un sistem de axe 

de coordonate cu originea în primul punct al liniei de apă de la cota 0, notat ycarena; 

‒ fişier ce conţine cotele liniilor de apă, notat zcarena; 

‒ fişier ce conţine valorile lungimilor segmentelor care împart suprafața chile pe 

lățimea acesteia notat u; 

‒ lățimea maximă a chilei, notată bmax; 

‒ numărul lungimilor conținute în fișerul u, notat cu distu; 

 ‒ viteza de regim a navei pentru care se efectuează calculul, notată vn; 

 ‒ vâscozitatea cinematică a fluidului, notată nu; 

  ‒ densitatea fluidului, notată ro. 

Ultimii trei parametri sunt uşor de introdus direct în fereastra de comandă a mediului 

de dezvoltare din sistemul Matlab. Problema care se ridică constă în prelucrarea coordonatelor 

liniilor de apă din planul de forme al navei, prezentat în figura 5.2, în vederea realizării 

fişierelor de coordonate menţionate mai sus. 

 
Fig. 5.2 Planul de forme al modelului ITTC 

Coordonatele liniilor de plutire se raportează, după cum reiese din capitolul 3 al 

prezentei teze, la două sistem de coordonate. Primul sistem de coordonate este unul local cu 

originea în primul punct din extremitatea prova al fiecărei linii de apă şi se aplică pentru 

elaborarea fişierelor x şi y în vederea determinării distribuţiei de viteze şi presiuni de-a lungul 

frontierei stratului limită a fiecărei linii de apă. Cel de-al doilea este un sistem global, liniile 

de apă raportându-se la acesta, păstrând originea în extremitatea prova. Procedura din urmă 

serveşte la elaborarea fişierelor xcarena şi ycarena, fişierul zcarena fiind dedus uşor din 

planul de forme, indiferent de sistemul de axe de coordonate la care este raportată carena. 

În acest sens, au fost luate în calcul 25 de semilinii de apă ale planului de forme, ce au 

fost aviate, mai întâi, apoi divizate în 100 de segmente. Figura 5.3 prezintă liniile de apă din 

planul de forme raportat la sistemul de axe de coordonate cu originea în perpendiculara pupa. 
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Fig. 5.3 Linii de plutire în sistemul de referinţă iniţial  

În figura 5.4 sunt reprezentate liniile de apă raportate la sistemul de referinţă local cu 

originea în extremitatea prova. Se observă că ele au aceeaşi structură, deci metoda propusă 

pentru schimbarea sistemului de axe de coordonate nu le schimbă, cum era și firesc. 

 

Fig. 5.5 Liniile de plutire raportate la sistemul de referinţă local 

 Figura 5.5 prezintă liniile de plutire raportate la sistemul de referinţă global. De 

asemenea, ca şi în etapa prezentată anterior, structura liniilor de apă, linia etravei şi cea a 

etamboului nu au suferit modificări. 

 

Fig. 5.4 Liniile de plutire raportate la sistemul de referinţă global 
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 Dispunând de fişierele necesare, mai rămân de stabilit celelalte date de intrare pentru 

care se efectuează calculele, acestea fiind: 

 ‒ 15.0 nv  m/s ‒ viteza de regim a navei (care este egală cu viteza curentului); 

 ‒ 61018831,1   m
2
/s ‒ vâscozitatea cinematică a fluidului la temperatura de C15  

pentru apă de mare; 

 ‒ 1025 Kg/m
3
 densitatea fluidului la temperatura de C15  pentru apa de mare. 

 

 

5.1.3 Modalităţi de evitare a singularităţilor la nivelul extremităţilor 

semiliniilor de plutire 

Pentru determinarea vitezelor ponderate coliniare cu vectorii determinaţi de punctele 

caracteristice ale fiecărei semilinii de apă, sunt necesare valorile componentelor vitezelor 

corespunzătoare punctelor intermediare. Aceste puncte intermediare sunt capetele 

segmentelor ce aproximează fiecare linie de plutire. În metoda lui Kármán s-au evitat aceste 

extremităţi. După cum se observă în capitolul 4, programul Kármán-Flow realizează separat 

calculele în acele puncte, prin adoptarea acestora în vecinătatea punctelor ce au ordonatele 

y=0. Pentru stabilirea poziției punctelor intermediare din proximitatea singularităților, au fost 

efectuate încercări prezentate în cele ce urmează. Linia de apă studiată are cota z=0.1664 m, 

iar viteza de regim luată în calcul este 8.0vn  m/s. Au fost studiate patru cazuri, adoptându-

se, pe rând, valori din ce în ce mai mici ale distanţelor faţă de singularități, prezentate în 

tabelul de mai jos [Rodicichin, 2012b]: 

Cazul I Cazul II Cazul III Cazul IV 

11 1.0 XXo  ; 

11 %1.0 YYo  ; 

nn xXo %9.99 ; 

1%1.0  nn yYo . 

11 01.0 XXo  ; 

11 %01.0 YYo  ; 

nn xXo %99.99 ; 

1%01.0  nn yYo . 

11 001.0 XXo  ; 

11 %001.0 YYo  ; 

nn xXo %999.99 ; 

1%001.0  nn yYo . 

11 0001.0 XXo  ; 

11 %0001.0 YYo  ; 

nn xXo %9999.99 ; 

1%0001.0  nn yYo . 

 Având în vedere cazurile studiate şi analizând rezultatele obţinute, au fost adoptate 

punctele intermediare de la extremităţile semiliniilor de apă din cazul III, deorece s-a 

considerat că în acele zone oscilaţiile apărute sunt mai mici faţă de celelalte cazuri. În cadrul 

tezei sunt prezentate graficele obţinute ale distribuţiei de viteze şi a coeficientului de presiune 

pentru cele patru cazuri. 

 

 

5.1.4 Calculul distribuţiei de viteze şi presiuni de-a lungul unei semilinii de 

plutire cu ajutorul programului Kármán-Flow 

 Dispunând de datele de intrare necesare calculelor cu programul Kármán-Flow, pot fi 

atinse obiectivele prezentei teze. În cele ce urmează sunt prezentate rezultatele privind 

distribuţia de viteze şi de presiuni la nivelul semiliniei de apă de la cota z=0.1664, pentru o 

gamă de viteze  15.0 nv  m/s [Rodicichin et al, 2012b], [Rodicichin et al, 2012d]. 



 32 

 

Fig. 5.17 Distribuţia componentei vx a vitezei de-a lungul liniei de apă 

 pentru cele cinci valori ale vitezei de regim 

 

 

Fig. 5.18 Distribuţia componentei vy a vitezei de-a lungul liniei de apă 

pentru cele cinci valori ale vitezei de regim 

 

Fig. 5.19 Distribuţia coeficientului de presiune de-a lungul liniei de apă 

 Observaţie: deoarece distribuţia coeficientului de presiune pentru cele cinci valori ale 

vitezei curentului este, formal, aceeași, fig. 5.19 prezintă doar un singur caz. Pentru celelalte 

semilinii de apă luate în calcul, graficele sunt prezentate în a doua anexă a tezei. 

 5.1.4 Determinarea variaţiei grosimii stratului limită de-a lungul unei 

semilinii de plutire cu ajutorul programului Kármán-Flow 
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O altă problemă (un alt obiectiv adiacent al tezei) ce poate fi studiată cu ajutorul 

programului Kármán-Flow este variaţia grosimii stratului limită. În figura 5.20 este 

reprezentată variaţia grosimii stratului limită de-a lungul liniei de plutire de la cota z=0.1664 

pentru cele cinci valori ale vitezei de regim, pentru celelate semilinii de apă graficele fiind 

prezentate în anexa 2 a tezei [Rodicichin et al, 2012c]. 

 

Fig. 5.20 Variaţia grosimii stratului limită de-a lungul liniei de apă 

pentru cele cinci valori ale vitezei de regim 

  

  

 5.1.5 Determinarea rezistenţei de frecare a carenei cu ajutorul 

programului Kármán-Flow 

Calculul rezistenţei de frecare a unei carene printr-o metodă diferită de cele actuale 

reprezintă principalul scop al studiului abordat în această teză de doctorat. Pentru atingerea 

acestui obiectiv au fost realizate simulări numerice pe carena modelului ITTC (prezentat în 

debutul acestui capitol) utilizând programul Kármán-Flow detaliat în capitolul anterior. 

Segmentele în care semiliniile de apă au fost divizate determină pe înălţime panouri prin care 

este aproximată suprafaţa udată a bordajului navei. Pentru a obţine o aproximare cât mai 

riguroasă este necesar să se aibă în vedere următoarele aspecte: 

‒ liniile de plutire trebuie să fie corect aviate; 

‒ numărul de segmente în care trebuie divizate semiliniile de plutire trebuie să fie cât 

mai mare, şi acelaşi pentru toate, acordându-se o atenţie sporită geometriei pe care acestea o 

prezintă;  

‒ în zonele unde carena prezintă curburi pronunţate este necesar să se includă în calcul 

mai multe semilinii de apă; 

‒ pentru carenele cu forma pupă tăiată se va ţine cont ca ultimile două puncte ale 

semiliniilor de apă să nu aibă abscisele egale ( 1 nn xx ), deoarece programul va da o eroare 

la rezolvarea sistemului de ecuaţii care calculează debitele specifice. Astfel, pentru a evita 

acest lucru, abscisa penultimului punct al semiliniei de plutire se va calcula cu relaţia 
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nn xx  %999.991 . Valoarea obţinută va înlocui vechea valoare din fişierul x, procedura 

aplicându-se pentru fiecare semilinie de apă ce prezintă această particularitate. 

     Precizările de mai sus au rezultat în urma diverselor cazuri încercate şi analizate pe 

parcursul elaborării programului de calcul în ideea de a evidenţia toate situaţiile în care poate 

fi utilizat. 

 În tabelul 5.3 sunt prezentate valorile 

rezistenţei de frecare obţinute cu programul 

Kármán-Flow (notată FKR ) şi a numărului 

Reynolds (notat eKR ), corespunzătoare 

datelor de intrare prezentate în cadrul 

acestui capitol, iar figura 5.21 prezintă curba 

acesteia pentru cele cinci valori ale vitezei 

curentului. 

 

Fig. 5.21 Rezistenţa de frecare FKR  a modelului ITTC 

 Este important de menţionat modul de calcul al numărului Reynolds cu ajutorul 

programului Kármán-Flow, deoarece este diferit faţă de metodele actuale. După cum reiese 

din capitolul 4, acest calcul se efectuează pe fiecare semilinie de apă, mai exact, pe conturul 

poligonal prin care este aproximată. Acesta este unul dintre aspectele care deosebesc metoda 

de calcul al rezistenței de frecare studiată față de metodele actuale. În cadrul tezei, este 

prezentat un tabel care evidenţiază valorile numărului Reynolds pentru fiecare semilinie de 

plutire corespunzătoare celor cinci valori ale vitezei curentului. 

 Dacă sunt îndeplinite condițiile impuse la începutul acestui paragraf cu privire la 

aproximarea suprafeței carenei cu o mulțime de plăci plane și la elaborarea fișierelor ce conțin 

datele de intrare, simulările numerice realizate cu programul Kármán-Flow necesită un timp 

relativ mic. Bineînțeles că perioada de timp depinde într-o măsură foarte mare de numărul de 

panouri în care este divizată suprafața udată a carenei. 

 

Tabelul 5.3 

Viteza de regim 

nv  [m/s] 

Rezistenţa de 

frecare FKR  [N] 

0.6 1.184 

0.7 1.563 

0.8 1.987 

0.9 2.457 

1 2.970 
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 5.2 CALCULUL REZISTENŢEI DE FRECARE A UNEI CARENE PRIN 

METODA ITTC’57  

 După cum este cunoscut, relaţia de calcul al rezistenţei de frecare, în ipoteza 

echivalării suprafeţei carenei cu o placă plană, este prezentă în majoritatea metodelor teoretice 

de determinare a rezistenţei la înaintare. Această relaţie, deja menţionată în capitolul 2. 

  Coeficientul FC  de mai sus poartă denumirea de coeficient de frecare. Relaţia de 

calcul al acestui coeficient a fost dedusă statistic, din analiza datelor obţinute prin 

experimente în bazine de cercetare (linia ITTC de calcul), de asemenea fiind prezentată în 

capitolul 2. 

 Deşi linia ITTC’57 menţionată mai sus a intrigat mulţi cercetători din domeniul 

hidrodinamicii de-a lungul timpului, determinându-i să o studieze profund şi să elaboreze 

diverse variante ale acesteia, ea se aplică în continuare. Motiv pentru care, am inclus acest 

subcapitol pentru calculul rezistenţei de frecare a carenei ITTC prin metoda expusă mai sus. 

Parametrii de intrare rămân aceiaşi deoarece, într-un paragraf viitor, se doreşte compararea 

rezultatelor obţinute prin metodele prezentate în capitolul de faţă. În figura 5.22 este 

prezentată curba rezistenţei de frecare calculată după metoda    ITTC – 1957. 

 

Fig. 5.22 Rezistenţa de frecare FIR  a modelului ITTC 

  Tabelul 5.4 prezintă valorile rezistenţei de frecare (notată FIR ), a coeficientului de 

frecare (notat FIC ), a numărului Reynolds (notat eIR ), corespunzătoare celor cinci valori ale 

vitezei de regim menţionate. 

Tabelul 5.4 
 

Viteza de 

regim nv  [m/s] 

Numărul 

Reynolds eIR  

Coeficientul de 

frecare FIC  

Rezistenţa de 

frecare FIR  [N] 

0.6 1.453156·10
6
 4.329·10

3
 1.125 

0.7 1.695349·10
6
 4.193·10

3
 1.483 

0.8 1.937542·10
6
 4.080·10

3
 1.885 

0.9 2.179734·10
6
 3.984·10

3
 2.330 

1 2.421927·10
6
 3.902·10

3
 2.817 

 Numărul Reynolds prezentat în tabelul de mai sus se calculează după relaţia: 
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Lv
Re , 

(5.1) 

 Din formula (5.4) reiese că numărul Reynolds se determină pentru întreaga carenă, 

utilizând lungimea dintre perpendiculare, L. 

 

 5.3 CALCULUL REZISTENŢEI DE FRECARE A UNEI CARENE CU 

AJUTORUL PROGRAMULUI SHIPFLOW 

 Programele de calcul bazate pe metode CFD (Computational Fluid Dynamics) s-au 

dezvoltat vertiginos în ultimii ani. Cu ajutorul lor se rezolvă diverse probleme din domeniul 

hidrodinamicii privind curgerea fluidului în jurul carenelor navale. Cu toate acestea, 

majoritatea acestor programe calculează rezistenţa totală a carenei incluzând rezistenţa de 

frecare determinată prin metoda ITTC.  S-a optat totuşi, pentru determinarea coeficientului de 

frecare al modelului ITTC, cu ajutorul programului Ship-Flow. Acesta aparţine Universităţii 

Flowtech International AB and Chalmers University of Technology. Principiul de lucru al 

acestui program se bazează, ca şi programul Kármán-Flow, pe ideea divizării carenei într-o 

mulţime de panouri plane, însă aplicând metoda Hess şi Smith dezvoltată prin anii ’60. Din 

cele cinci module de care acesta dispune, s-au utilizat doar trei, și anume: XMESH, XPAN, 

XBOUND.  

 Simularea numerică a fost realizată pentru cele cinci valori ale vitezei de regim, 

ţinându-se cont de suprafaţa liberă şi de vâscozitatea cinematică a fluidului, respectiv 

densitatea acestuia la temperatura apei de C15  pentru apa de mare.  

După cum s-a menţionat în capitolul 4, în acest program sunt utilizate cuplele navei, în 

baza cărora se elaborează fişierul datelor de intrare. Vizualizarea cuplelor este posibilă 

utilizând Ship-Flow Design (fig. 5.22). 

 

Fig. 5.23 Vedere laterală a cuplelor modelului ITTC 

 După realizarea fişierului ce conţine datele de intrare, se elaborează grila de 

discretizare a modelului (fig. 5.24). Aceasta a fost elaborată utilizând modulul XMESH al 

programului, care poate fi folosit şi separat de celelalte module. Se observă că discretizarea 

este mai densă la extremităţi, pentru o aproximare mai bună a curburilor carenei din acele 

zone.  
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După realizarea grilei 

suprafeţei carenei, utilizând modulele 

XPAN şi XBOUND alături de 

XMESH, se introduc în fişierul de 

comandă al programului comenzile 

necesare executării calculelor. 

Modulul XPAN este destinat 

soluţionării curgerii potenţiale în 

jurul corpurilor tridimensionale, iar 

XBOUND realizează studiul curgerii 

turbulente din stratul limită. Modulul 

XPAN este destinat soluţionării 

curgerii potenţiale în jurul corpurilor tridimensionale, iar XBOUND realizează studiul 

curgerii turbulente din stratul limită. Ecuația integrală a impulsului pentru stratul limită este 

soluționată de-a lungul liniilor de curent, acest lucru contribuind la determinarea 

coeficientului de frecare. Tabelul 5.5 prezintă valorile rezistenţei de frecare notată FSR , a 

coeficientului de frecare notat FSC , a numărului Reynolds notat eSR , corespunzătoare celor 

cinci valori ale vitezei de regim. Trebuie specificat faptul că rezistenţa de frecare FSR  a fost 

determinată utilizând relația 5.2, deci echivalând suprafața udată a carenei cu o placă plană de 

dimensiuni similare cu cele ale modelului ITTC.  

Figura 5.25 reprezintă curba rezistenţei de frecare FSR  determinată în baza datelor din 

tabelul 5.5. 

 

Fig. 5.25 Rezistenţa de frecare FSR  a modelului ITTC 

 

 

 

 

 

Fig. 5.24 Grila de discretizare a modelului ITTC 
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Tabelul 5.5 
 

Viteza de 

regim nv  [m/s] 

Numărul 

Reynolds eSR  

Coeficientul de 

frecare FSC  

Rezistenţa de 

frecare FSR  [N] 

0.6 1.453156·10
6
 4.363·10

3
 1.134 

0.7 1.695349·10
6
 4.242·10

3
 1.500 

0.8 1.937542·10
6
 4.141·10

3
 1.913 

0.9 2.179734·10
6
 4.055·10

3
 2.371 

1 2.421927·10
6
 3.981·10

3
 2.874 

 

 

5.4 COMPARAREA REZULTATELOR 

Determinarea  rezistenţei de frecare prin metoda ITTC’57 și cu ajutorul programului 

Ship-Flow a fost efectuată în vederea validării rezultatelor privind rezistenţa de frecare 

calculată cu ajutorul programului Kármán-Flow. 

Figura 5.26 prezintă rezultatele rezistenței de frecare determinată prin cele trei metode 

studiate în această teză, bazate pe valorile din tabelul 5.6. 

 

Fig. 5.26 Rezistenţa de frecare FSR , FIR , și FKR  a modelului ITTC 

Tabelul 5.6 

Viteza de 

regim nv  [m/s] 

Rezistenţa de 

frecare FKR  [N] 

Rezistenţa de 

frecare FIR  [N] 

Rezistenţa de 

frecare FSR  [N] 

0.6 1.184 1.125 1.134 

0.7 1.563 1.483 1.500 

0.8 1.987 1.885 1.913 

0.9 2.457 2.330 2.371 

1 2.970 2.817 2.874 
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În tabelul 5.7 sunt prezentate valorile erorilor dintre rezultatele rezistenței de frecare 

determinate cu programul Kármán-Flow și cele calculate relația plăcii plane echivalente 

utilizând coeficientul de frecare obținut cu  programul Ship-Flow. 

Tabelul 5.7 
 

Viteza de 

regim nv  [m/s] 

Rezistenţa de 

frecare FKR  [N] 

Rezistenţa de 

frecare FSR  [N] 

Eroare 

[%] 

0.6 1.184 1.134 4.222 

0.7 1.563 1.500 3.966 

0.8 1.987 1.913 3.718 

0.9 2.457 2.371 3.747 

1 2.970 2.874 3.221 

În tabelul 5.8 sunt prezentate valorile erorilor dintre rezultatele rezistenței de frecare 

determinate cu programul Kármán-Flow și cele calculate cu relația plăcii plane echivalente 

utilizând coeficientul de frecare obținut prin  metoda ITTC’57. 

Tabelul 5.8 
 

Viteza de 

regim nv  [m/s] 

Rezistenţa de 

frecare FKR  [N] 

Rezistenţa de 

frecare FIR  [N] 

Eroare 

[%] 

0.6 1.184 1.125 4.968 

0.7 1.563 1.483 5.074 

0.8 1.987 1.885 5.127 

0.9 2.457 2.330 5.146 

1 2.970 2.817 5.141 

În tabelul 5.9 sunt prezentate valorile erorilor dintre rezultatele rezistenței de frecare 

determinate cu relația plăcii plane echivalente utilizând coeficientul de frecare obținut prin  

metoda ITTC’57 și cele calculate cu relația plăcii plane echivalente utilizând coeficientul de 

frecare calculat cu programul Ship-Flow. 

Tabelul 5.9 
 

Viteza de 

regim nv  [m/s] 

Rezistenţa de 

frecare FSR  [N] 

Rezistenţa de 

frecare FIR  [N] 

Eroare 

[%] 

0.6 1.134 1.125 0.778 

0.7 1.500 1.483 1.153 

0.8 1.913 1.885 1.463 

0.9 2.371 2.330 1.732 

1 2.874 2.817 1.984 

Se poate observa ușor faptul că cele mai mici valori ale erorilor sunt acelea dintre 

rezultatele rezistenței de frecare determinate cu relația plăcii plane echivalente utilizând 

coeficientul de frecare obținut prin  metoda ITTC’57 și cele calculate cu relația plăcii plane 

echivalente utilizând coeficientul de frecare calculat cu programul Ship-Flow, iar cele dintre 

rezultatele rezistenței de frecare determinate cu programul Kármán-Flow și cele calculate cu 

relația plăcii plane echivalente utilizând coeficientul de frecare obținut prin  metoda ITTC’57 

sunt ceva mai mari. Având în vedere faptul că în literatura de specialitate există studii ale 
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rezistenței de frecare în care erorile ating și valori de până la 10%, se consideră că rezultatele 

obținute cu metoda dezvoltată în teză se încadrează în limite rezonabile. 

 

 

5.5 CONCLUZII 

 Evaluând cele prezentate în capitolul de față, se pot deduce următoarele concluzii: 

1. A fost ales pentru verificarea programului Kármán-Flow modelul ITTC al universității 

“Dunărea de Jos” din Galaţi. 

2. A fost realizat planul de forme tridimensional al modelului ITTC spre a servi atât 

calculelor realizate cu ajutorul programului Kármán-Flow, utilizând semiliniile de plutire ale 

acestuia, cât și simulărilor numerice efectuate prin intermediul programului Ship-Flow, 

folosind, de această dată semicuplele.  

3. A fost prezentată o modalitate de evitare a singularităților de la capetele semiliniilor de 

apă, prin adoptarea punctelor intermediare cât mai aproape de planul diametral. 

4. Au fost reprezentate graficele distribuției de viteze și de presiuni de-a lungul unei 

semilinii de apă, valorile acestora fiind de mare folos în cadrul programului Kármán-Flow 

(prezentat în capitolul anterior) la determinarea vitezelor ponderate utilizate la determinarea 

constantei de integrare din structura legii de variație a grosimii stratului limită. 

5. În vederea determinării rezistenței de frecare, au fost prezentate trei metode: cu 

ajutorul programului Kármán-Flow, cu ajutorul relației de calcul a plăcii plane echivalente 

incluzând coeficientul de frecare, determinat prin metoda ITTC’57, pe de o parte, și obținut 

prin intermediul programului Ship-Flow, pe de altă parte. 

6. Prin compararea rezultatelor obținute pe cele trei căi prezentate și din analiza acestora 

deducem că eroarea maximă se încadrează în jurul valorii de 5%. În literatura de specialitate 

există erori și mai mari în ceea ce privește rezistența de frecare iar această direcție de 

cercetare se mai află în atenția cercetătorilor. Având în vedere aceste aspecte, considerăm că 

erorile obținute din studiul ce a facut subiectul acestei teze se încadrează în limite acceptabile. 
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CAPITOLUL 6 

CONTRIBUȚII PERSONALE ŞI ÎN COLABORARE. CONCLUZII 

 

 

6.1 CONTRIBUȚII PERSONALE ŞI ÎN COLABORARE 

Teza de doctorat “Contribuţii privind extinderea teoriei stratului limită de la placa 

plană la o suprafaţă curbă, cu aplicaţii la nave” include o serie de contribuţii ştiinţifice, 

elaborate de autor fie singur, fie în colaborare cu conducătorul său ştiinţific, prezentate 

sintetic, astfel: 

1. modelul matematic de obţinere a câmpului cvasi-plan de viteze din jurul carenei, 

bazat pe dispunerea unor surse continue liniforme în planul diametral al navei, 

pentru mai multe linii de apă situate între  chilă şi planul plutirii; 

2. metodologia de calcul al vitezelor ponderate, coliniare respectiv cu segmentele 

conturului poligonal prin care se aproximează fiecare linie de apă. 

3. deducerea legii de variaţie a grosimii stratului limită între prova şi pupa, la nivelul 

tuturor liniilor de apă luate în studiu; 

4. deducerea efortului tangenţial mediu de frecare pe panourile suprafeţei poliedrale 

prin care se aproximează suprafaţa udată a carenei şi, implicit, a rezistenţei de 

frecare a carenei nude; 

5. elaborarea unui program, complex de calcul (intitulat Kárman-Flow) în 

concordanţă cu modelul matematic de obţinere a rezistenţei de frecare dezvoltat în 

teză. 

Primele patru contribuţii menţionate mai sus se regăsesc în lucrările ştiinţifice [Andrei 

V., Rodicichin, N. G., 2010], [Andrei, V., Rodicichin N. G., 2011b], [Andrei, V., Rodicichin 

N. G., 2012], [Rodicichin, N. G., Andrei, I. V., 2010b], [Rodicichin, N. G., Andrei, I. V, 2012b], 

[Rodicichin, N. G., Andrei, I. V., 2012c], [Rodicichin, N. G., Andrei, I. V., 2012d], [Rodicichin, N. 

G., Andrei, I. V., 2012e], iar a cincea se datorează exclusiv autorului tezei, nefiind publicată, 

decât parţial până în prezent. 

 

 

6.2 CONCLUZII 

Conform metodei ITTC – 57, rezistenţa de frecare a unei carene nude se determină cu 

o relaţie de forma: 

2

2
0v

ACR FF  , (6.1) 

mărimile incluse având următoare semnificaţii: FC  ‒ coeficientul rezistenţei de frecare;   – 

densitatea apei; A – suprafaţa udată a carenei; 0v  – viteza de regim a navei. 
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În ce priveşte coeficientul de frecare, acesta este dependent de numărul Reynolds al 

curgerii,  






Lv
Re , (6.2) 

( L fiind lungimea între perpendiculare, iar   ‒ vâscozitatea cinematică a apei). 

 De aici rezultă că, pentru o mulţime de nave de aceeaşi lungime L, având suprafaţa 

udată a carenei de aceeaşi mărime A, şi aceeaşi viteză de regim 0v , rezistenţa de frecare a 

carenei nude este aceeaşi indiferent de curbura suprafeţei carenei (fapt greu de acceptat din 

punct de vedere fizic).  

 Această constatare a reprezentat o provocare atât pentru conducătorul ştiinţific cât şi 

pentru autorul tezei, primul propunând, iar al doilea acceptând o temă de doctorat având ca 

obiectiv o nouă metodă de calcul al rezistenţei de frecare care să ţină seama şi de curbura 

carenei. 

 Este binecunoscut faptul că teoria stratului limită dezvoltat pe o placă plană de un 

curent paralel conduce la o relaţie de calcul al rezistenţei de frecare în deplină concordanţă cu 

realitatea. Acesta a fost şi motivul pentru care metoda ITTC – 57 a recurs la echivalarea 

suprafeţei curbe a carenei cu o placă plană de aceeaşi suprafaţă A.  

 Facând un pas în plus, am considerat, ca mai raţională, asimilarea bordajului curb al 

carenei cu o reuniune de plăci plane. În acest scop am divizat suprafaţa udată a carenei într-o 

mulţime de panouri curbe limitate de etravă, etambou, linii de apă şi cuple transversale. La 

rândul lor, aceste panouri se aproximează prin perechi de plăci plane trunghiulare (jumătăţi de 

paralelograme) având ca latură comună o diagonală a unui astfel de panou. Plăcile plane 

triunghiulare sunt scăldate de câte un curent paralel de lichid de viteză constantă (viteza 

ponderată, menţionată în capitolul 3). Sunt întrunite astfel condiţiile de aplicabilitate a teoriei 

stratului limită dezvoltat pe o placă plană de un curent paralel de  viteză constantă, iar 

desfăşurarea ulterioară a calculelor decurge în conformitate cu această teorie. 

 În ce priveşte neluarea în calcul a componentei verticale a vitezei, vz, aceasta se 

datorează faptului că, în apă calmă, valul provocat de deplasarea navei este aplatizat, având 

îndeplinită întotdeauna inegalitatea vvz   (v este modulul vitezei în vecinătatea carenei). 

 Argumentele de mai sus justifică alegerea metodei Kármán pentru determinarea 

câmpului vitezelor la nivelul fiecărei linii de apă, fără a influenţa sensibil valoarea rezistenţei 

de frecare a carenei nude obţinută cu modelul matematic dezvoltat în teză. 

 Riguros vorbind, curgerea fluidului în jurul carenei este, chiar şi în apă calmă, 

tridimensională. Pentru a respecta acest caracter al mişcării, se poate recurge la metoda Hess 

şi Smith de obţinere a câmpului vitezelor, aplicându-l apoi, pe baza ideilor dezvoltate în teză, 

la obţinerea rezistenţei de frecare carenei. 

 Gândurile exprimate mai sus se vor a fi intenţii de dezvoltare viitoare a cercetărilor 

proprii privind determinarea rezistenţei de frecare a unei carene. 
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