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1. STADIUL ACTUAL AL 

CERCETĂRILOR ÎN DOMENIU 
 

 

1.1. INTRODUCERE 

 

Angrenajele cu transmitere variabilă a mişcării, o categorie specială 

a transmisiilor cu roţi dinţate, de formă necirculară, continuă să reprezinte o 

provocare pentru oamenii de ştiinţă, datorită capacităţii acestora de a 

produce mişcări complexe, cu viteză variabilă, într-un mod simplu, compact 

şi sigur [22]. În trecut, roţile dinţate cu transmitere variabilă a mişcării 

reprezentau o curiozitate în industria angrenajelor, cu aplicabilitate limitată, 

în principal datorită geometriei complexe şi a dificultăţilor de 

manufacturare [69], [58]. În prezent, datorită facilităţilor oferite de softurile 

de modelare şi simulare virtuală, cât şi a performanţelor maşinilor cu 

control numeric, proiectarea şi prelucrarea roţilor dinţate necirculare au 

devenit mai fezabile [37], [120], [127]; domeniul de aplicare a acestora este 

în continuă expansiune [119], vizând posibile substituiri ale camelor, 

mecanismelor cu articulaţii, mecansimelor cruce de malta [44], curelelor 

dinţate cu transmitere variabilă a mişcării şi chiar ale servomotoarelor 

electrice [121]. 

Cel mai des întâlnite aplicaţii ale roţilor dinţate necirculare sunt cele 

care necesită fie transformarea unei viteze de intrare constantă într-o viteză 

de ieşire variabilă, fie asigurarea unor segmente de viteză constantă pe 

parcursul unei rotaţii. De asemenea, sunt întâlnite situaţii în care este 

necesară alternarea mişcărilor de rotaţie şi translaţie sau alternarea mişcării 

cu repaosul. 

În mod uzual, generarea legilor de mișcare variabilă se bazează pe 

mecanisme cu came, lanțuri și pinioane sau pe mecanisme cu articulații, 

ignorându-se beneficiile introduse de utilizarea roţilor dinţate necirculare, 

cum ar fi:  

 lipsa separărilor grosolane sau a decuplărilor între elemente; 

 în comparație cu camele, sistemele cu roți dințate necesită mai puține 

piese în faza de proiectare și pot produce rapoare forță-greutate mai mari; 

 eliminarea limitelor mecanismelor cu articulații, care pot produce doar 

mișcări plane sau sferice și sunt ineficiente din punct de vedere al spațiului 

de care au nevoie. 
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1.2. SCURT ISTORIC 

 

Primul contact cu roţile dinţate necirculare datează încă din secolul 

XV şi se rezumă la cateva schiţe realizate de Leonardo da Vinci în colecţia 

„Codex Madrid I” [145]. Tot în această carte se menţionează despre ideea 

novatoare a unei roţi cu contur necircular şi curbă de divizare ce se auto-

intersectează. 

Lipsa metodelor de generare a roţilor dinţate necirculare a 

reprezentat un mare obstacol în încercarea de introducere a acestora în 

industrie, însă au continuat să reprezinte o provocare pentru cercetători. 

Printre primele persoane, ce au avut ca obiect de studiu aceste mecanisme, 

se numără Franz Reuleaux, ce prezintă în cartea sa [105], o pereche de roți 

dințate eliptice. 

Manufacturarea roţilor dinţate necirculare primeşte o nouă 

perspectivă când Litvin introduce şi dezvoltă teoria înfăşurării suprafeţelor 

[75], teorie ce va permite danturarea roţilor dinţate necirculare cu aceleaşi 

scule folosite pentru roţile circulare. 

 

1.3. CLASIFICARE 

 

În mod uzual, proiectarea roţilor dinţate necirculare ia în considerare 

curbe de divizare închise, deşi există şi roţi cu curbă de divizare deschisă 

(spirală logaritmică) [143], care transmit mişcarea doar pe o fracţiune de 

rotaţie; de regulă, aceste roţi sunt utilizate în dispozitivele computerizate. 

Criteriul de bază care clasifică roţile dinţate necirculare îl constituie 

variaţia vitezei elementului condus. În acest sens, se disting: 

a) Roţi dinţate necirculare cu viteză variabilă continuu; 

b) Roţi dinţate necirculare cu trepte de viteză constantă; 

c) Roţi dinţate necirculare care combină translaţia cu rotaţia; 

d) Roţi dinţate necirculare pentru mişcare intermitentă. 

 

1.4. PROIECTAREA CURBELOR DE DIVIZARE ALE 

ROŢILOR DINŢATE CU TRANSMITERE VARIABILĂ A 

MIŞCĂRII 

 

În activitatea de proiectare a unei roţi dinţate necirculare, primul pas 

îl constituie generarea curbelor de divizare, de-a lungul cărora vor fi 

generaţi dinţii. Teoria generării curbelor de divizare/centroidelor necirculare 

conjugate pune în evidenţă trei ipoteze de lucru [107]: 

a) Ipoteza legii de variaţie a raportului de transmitere; 

b) Ipoteza legii de variaţie a mişcării elementului condus; 
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c) Ipoteza curbei de divizare conducătoare. 

 

1.5. GENERAREA DANTURII 

 

Studiul literaturii de specialitate pune în evidenţă trei metode 

principale de generare a danturii roţilor dinţate necirculare, abordate de 

specialişti:  

a) generarea matematică a danturii;  

b) generarea bazată pe teoria înfăşurării suprafeţelor;  

c) simularea prelucrării. 

 

1.6. APLICAȚII ALE ANGRENAJELOR CU TRANSMITERE 

VARIABILĂ A MIŞCĂRII 

 

Pe lângă problemele legate de metodele de generare a curbelor de 

divizare sau de modelare a danturii, unele studii au fost direcționate către 

găsirea posibilelor aplicații în care pot fi folosite aceaste tipuri de transmisii.  

Aplicabilitatea utilizării roţilor dinţate necirculare este evidenţiată 

prin soluţii constructive, avantajoase, propuse de cercetători în industria 

autovehiculelor [46], [49], în matriţerie, pentru aparatură medicală, 

aparatură hidraulică  [60], [62], [67], în robotică, în prese [61], [134], în 

maşinile de plantat răsaduri [63] etc. 

 

 

2. OBIECTIVELE ŞI 

STRUCTURA TEZEI 
 

 

2.1. INTRODUCERE 

 

Roţile dinţate cu transmitere variabilă a mişcării au fost şi sunt, în 

continuare, o categorie de roţi dinţate mai puţin populare în industria 

angrenajelor, datorită dificultăţilor întâlnite în etapele de proiectare şi 

prelucrare. Având la dispoziţie o mare diversitate de programe dedicate 

calculului numeric, proiectării asistate de calculator şi analizei cu elemente 

finite, angrenajele cu transmitere variabilă a mişcării pot fi modelate virtual, 

analizate şi optimizate; modelele virtuale pot fi prelucrate, cu uşurinţă, pe 

maşini unelte cu control numeric sau prin procedee neconvenţionale, 

respectiv prin eroziune electrică, prototipare rapidă, tăiere cu laser, plasmă 

sau jet de apă şi abraziv. 
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2.2. OBIECTIVELE TEZEI 

 

Lucrarea de faţă propune o metodă de generalizare a procesului de 

modelare a angrenajelor cu transmitere variabilă a mişcării, în ipoteza 

cunoaşterii curbei de divizare a roţii conducătoare, prin utilizarea ecuaţiei 

superformei propusă de Gielis. Astfel, în situaţiile în care o anumită 

aplicaţie presupune obţinerea unei legi de mișcare specifice, pentru 

elementul condus, sau sunt necesare roţi dinţate cu o geometrie anume, prin 

alegerea optimă a parametrilor definitorii ai superformei, se pot modela 

curbe de divizare conjugate care să îndeplinească condiţiile impuse.  

Generalizarea procesului de modelare a roţilor dinţate cu raport de 

transmitere variabil presupune atingerea următoarelor obiective: 

- Generarea curbelor de divizare conjugate;  

- Generarea danturii, fie prin metoda analitică, fie prin simularea prelucrării; 

- Analiza angrenării roţilor cu transmitere variabilă a mişcării. 

În ce privește generarea virtuală a danturii, în literatura de 

specialitate se întâlnesc trei metode principale de generare a roților dințate 

cu transmitere variabilă a mişcării: generarea analitică a flancurilor danturii, 

generarea danturii pe baza teoriei înfășurării suprafețelor şi generarea 

danturii prin simularea prelucrării. Abordarea analitică este una din 

metodele utilizate în lucrarea de față și vizează o metodă proprie de 

generare, bazată pe rularea unui dinte a cremalierei de-a lungul curbei de 

divizare, obţinându-se profilul flancurilor concave şi convexe, respectiv, ale 

dinților roţii dinţate. 

Generarea danturii prin simularea prelucrării, urmăreşte geometria 

curbelor de divizare ale roţilor şi face distincţie între situaţiile: 

- când curba de divizare are o formă convexă, prelucrarea danturii se 

bazează pe procedura standard de generare, prin rularea cremalierei pe 

curba de divizare a roții de prelucrat; 

- când curba de divizare are o formă convex-concavă, utilizarea cremalierei 

de generare ar duce la apariţia interferenţei în zonele de concavitate; drept 

urmare, în această situaţie, se utilizează prelucrarea prin rulare cu cuţitul 

roată. 

Generarea prototipurilor se realizează prin copierea modelelor CAD 

obţinute analitic, pe maşina de tăiat cu jet de apă. 

Continuarea cercetărilor teoretice se bazează pe roţile dinţate 

generate analitic, întrucât manevrarea bazelor de date este mai precisă. În 

acest sens se analizează angrenarea dintre cele două roţi dinţate, prin 

simularea angrenării, pentru studierea petei de contact. 
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2.3. STRUCTURA TEZEI 

 

Teza este structurată pe trei secţiuni majore: evidenţierea cercetărilor 

în domeniu, generarea roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, prin 

îmbinarea metodelor tradiţionale cu metode originale, şi analiza condiţiilor 

de angrenare. Cele trei secţiuni sunt detaliate pe parcursul a şase capitole, 

după cum urmează: 

Capitolul 1 trece în revistă principalele elemente teoretice privind 

roţile dinţate necirculare. 

Capitolul 3 analizează posibilitatea de generalizare a procesului de 

modelare a curbelor de divizare ale roţilor dinţate cu raport de transmitere 

variabil. În acest sens, se propune utilizarea ecuaţiei „superformei” pentru a 

genera curba de divizare a roţii dinţate conducătoare. 

Capitolul 4 abordează generarea danturii roţilor dinţate cu raport de 

transmitere variabil, atât din perspectiva angrenării roţilor dinţate 

necirculare, cât şi din punct de vedere al prelucrării, dezvoltată în mediul 

virtual. 

Capitolul 5 pune în evidenţă angrenarea roţilor dinţate cu raport de 

transmitere variabil, respectiv forma şi evoluţia petei de contact, în ipoteza 

unei interferenţe controlate, şi starea de tensiuni şi deformaţii. Ca suport 

informatic au fost utilizate mediile Matlab, AutoCAD şi SolidWorks. 

Concluziile finale, contribuţiile personale şi perspectivele de 

cercetare încheie lucrarea de faţă. 

 

 

3. MODELAREA CURBELOR DE 

DIVIZARE ALE ROŢILOR DINŢATE CU 

TRANSMITERE VARIABILĂ A 

MIŞCĂRII 
 

3.1. INTRODUCERE 

Dacă un corp execută o mişcare plană arbitrară, în fiecare moment 

există un punct, numit centru de rotaţie instantaneu, în jurul căruia se 

demonstrează că acel corp se roteşte. Curba descrisă de centrul de rotaţie 

instantaneu, pe parcursul mişcării, relativ la un sistem de coordonate rigid 

ataşat corpului, poartă numele de centroidă. În situaţia în care două corpuri 

execută o mişcare în acelaşi plan, prin rostogolire fără alunecare, unul peste 
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celălalt, centroidele mişcării relative dintre corpuri sunt locurile geometrice 

descrise de centrele de rotaţie instantanee proprii. 

Principalele proprietăţi ale centroidelor sunt: 

1) Centroidele conjugate se rostogolesc fără alunecare una faţă de cealaltă; 

2) Centroidele conjugate sunt, în permanenţă, tangente în centrul 

instantaneu de rotaţie; 

3) Orice arc de pe o centroidă se imprimă, în aceeaşi lungime, pe centroida 

conjugată. 

 

3.2. SUPERFORMA – CURBĂ DE DIVIZARE A ROŢILOR 

DINŢATE CU TRANSMITERE VARIABILĂ A MIŞCĂRII 

 

Pentru a generaliza procesul de modelare a roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării, curba de divizare a roţii dinţate 

conducătoare a fost generată cu ajutorul ecuaţiei superformei [1]. 

Superforma, introdusă de Gielis [40], este o primitivă mai „generoasă” 

decât o supercuadrică [43]. În literatura de specialitate, superforma este 

utilizată pentru a descrie o gamă largă de curbe plane cu semnificaţii 

biologice [42], [88],  şi tehnice [32], [109] şi reprezintă o continuă sursă de 

inspiraţie pentru modelarea geometrică [99], [112]. 

Ecuaţia generală a superformei, propusă de Gielis ca o extensie a 

ecuaţiei super-elipsei, în coordonate polare, se exprimă prin: 

 ( )  [|
 

 
    

  

 
|
  

 |
 

 
    

  

 
|
  

]

 
 
  

 (3.4) 

unde a,b sunt numere reale, nenule, ce determină semilungimile axelor 

elipsei tradiţionale; 

n – număr real, ce introduce o simetrie de rotaţie (număr de lobi), 

respectiv o periodicitate a curbei, corespunzătoare unui unghi de 

2/n. Curba este închisă atât pentru valori întregi ale 

parametrului n, cât şi pentru valori raţionale, cu condiţia ca 

unghiul   să fie extins la un multiplu de 2; 

n1, n2, n3 – numere reale. Prin diverse combinaţii ale acestor 

exponenţi, pot fi generate curbe ascuţite, bombate, poligoane 

simetrice sau asimetrice. 

 

Prin variaţia celor 6 parametri definitorii, ai superformei, se poate 

obţine o gama largă de curbe plane (Tab. 3.1.), însă doar o parte dintre 

acestea pot fi folosite drept curbe de divizare ale roţilor dinţate. 
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Selectarea corespunzătoare a geometriei superformei, admisă ca şi 

curbă de divizare a roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, are la 

bază limitarea variaţiei parametrilor definitorii, astfel încât formele ascuţite 

şi cele cu raze de curbură foarte mici să fie evitate. 

 

Tabel 3.1. Familii de superforme 

  
n = 3, a = b = 1, n1 = 1, 

n2 = n3   [0.2,5] 

n = 3, a = 1.5, b = 1, n1 = 1, 

n2 = n3   [0.2,5] 

 

Considerând superforma ca o potenţială curbă de divizare, influenţa 

exponenţilor asupra omogenităţii dimensionale a relaţiei (3.4) este exclusă 

prin parametrizare, utilizând notaţiile: 

 ̅    ⁄ , şi  ̅    ⁄ , unde m este modulul danturii. 

Ca urmare, ecuaţia (3.4) se poate scrie: 

 

 ( )  [|
 

 ̅
    

  

 
|
  

 |
 

 ̅
    

  

 
|
  

]

 
 
  

 (3.5) 

 

3.2.1. Studiul continuităţii şi derivabilităţii funcţiei ce defineşte 

curba de divizare  

O primă selecţie a parametrilor superformei, admisă drept curbă de 

divizare a roţilor dinţate, are la bază necesitatea ca funcţia definitorie (3.4) 

să fie continuă şi derivabilă. Pentru ca funcţia definitorie a superformei să 

fie continuă şi derivabilă, cu derivata continuă, este necesar ca         şi 

     . 
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3.2.2. Influența parametrilor definitorii asupra geometriei 

superformei 

Pasul următor în analiza variaţiei acceptate a parametrilor definitorii 

ai superformei, în calitate de curbă de divizare a roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării, îl constituie reprezentarea grafică a 

familiilor de curbe şi evidenţierea modului în care cei şase parametri 

influenţează forma curbelor. Influenţa parametrilor a, b, n, n1, n2, n3 asupra 

geometriei superformei este prezentată în tabelele 3.2 – 3.9. 

 
Tabel 3.4. Variaţia geometriei superformei cu 3 lobi, cu axe de lungime egală 

  
a) n1 = 0.5 b) n1 = 1 

  
c) n1 = 2 d) n1 = 3 

 

Tabelul 3.4 validează comportarea superformei cu doi lobi. Astfel, 

pentru vaori mici ale parametrilor n1, n2, n3 se obţin forme poligonale în 

care este evidentă existenţa punctelor de întoarcere şi a zonelor cu raze de 

curbură mici. Forme acceptabile pentru amplasarea exterioară a dinţilor 

presupune alegerea unor valori pentru n2, n3, cu atât mai mari, cu cât n1 este 

mai mic. 

Pentru familiile de superforme cu axe inegale (Tab. 3.7), geometria 

curbelor arată că: 
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- dacă numărul de lobi este impar (n = 1, 3), curbele obţinute sunt deschise; 

- pentru n = 1, la valori mici ale exponentului n1, variaţia formei curbei este 

accentuată şi extremitatea curbei (θ = 2π) se apropie foarte mult de început; 

- pentru a obţine forme acceptabile, exponenţii n1 şi n2, n3 respectiv, ar 

trebui să se afle într-o relaţie de invers proporţionalitate. 

 
Tabel 3.7. Variaţia geometriei superformei cu 2 lobi, cu axe de lungime diferită 

  
a) n1 = 0.5 b) n1 = 1 

  
c) n1 = 2 d) n1 = 3 

 

3.2.3. Superforma în geometria roţilor dinţate cu transmitere 

variabilă a mişcării 

După alegerea parametrilor optimi, superforma este scalată 

corespunzător curbei de divizare a unui pinion, cu dantura definită de modul 

m şi număr de dinţi z. Pentru aceasta, se introduce factorul de scalare, k: 

 

  
   

  

 
     

∫ √ 
 
( )  (

  ̅( )
  

)
 

  

 

 
 

(3.24) 
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unde Lpc este lungimea curbei de divizare a pinionului,  

         Ls - lungimea superformei, pentru θ [0, 2].  

Ca urmare, procesul de generalizare a modelării curbei de divizare a 

unei roţi dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, cu modul m şi număr de 

dinţi z, are la bază ecuaţia: 

 

 ( )     ( ) (3.25) 

 

3.3. MODELAREA CURBEI DE DIVIZARE A ROȚII 

DINŢATE CONJUGATE 

 

3.3.1. Curbe de divizare exterioare 

 

În algoritmul de modelare a curbelor de divizare conjugate exterioare 

ale roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, în ipoteza definirii 

geometriei curbei de divizare a roţii conducătoare, se parcurg următorii 

paşi: 

 

PASUL1: Determinarea distanţei dintre axe 

 

În cazul angrenajelor cu transmitere variabilă a mişcării, raportul de 

transmitere instantaneu se calculează cu relaţia: 

 

   (  )  
   

   

 
  (  )

  (  )
 

    (  )

  (  )
 

(3.26) 

unde θ1, θ2 sunt unghiurile de rotaţie ale roţilor conducătoare şi conduse, 

respectiv; 

    D = r1(θ1) + r2(θ2) - distanţa dintre axele/centrele de rotaţie ale 

curbelor de divizare definite de razele polare r1(θ1), r2(θ2).  

Din literatura de specialitate [80], se desprind următoarele observaţii 

asupra raportului de transmitere instantaneu: 

-  o funcţie periodică asigură închiderea celor două curbe de divizare 

conjugate; 

- variaţia funcţiei nu trebuie să depăşească anumite limite, pentru a asigura 

unghiuri de presiune corespunzătoare. 

Din ecuaţia (3.26) rezultă că: 

 

  (  )  ∫
 

   (  )
    (3.27) 
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 Dacă se consideră că roata condusă execută N2 rotaţii în timp ce 

pinionul execută N1 rotaţii complete, atunci unghiul θ2=2/N1 trebuie 

parcurs de roata condusă în timp ce pinionul se roteşte cu θ1=2/N2. Ca 

urmare, ecuaţia (3.27) devine: 

 

  

  

 ∫
 

   (  )

  
  

 

    ∫
  (  )

  (  )

  
  

 

    ∫
  (  )

    (  )

  
  

 

 (3.28) 

 

Rezolvarea numerică a ecuaţiei () are la bază incrementarea distanţei 

de referinţă dintre axe şi iterarea procedurii de calcul al integralei, până la 

obţinerea soluţiei, cu eroarea . Relaţia (3.28) se transcrie astfel 

 

  

  

 ∫
  (  )

    (  )

  
  

 

      (3.32) 

 

PASUL 2: Modelarea curbei de divizare conjugate  

 

Curba de divizare a roţii dinţate conduse este determinată pe baza 

următoarelor considerente geometrice şi cinematice: 

distanţa dintre centrele de rotaţie ale curbelor de divizare, D, este 

constantă, unde: 

    (  )    (  ) (3.33) 

- funcţia de transmitere a mişcării, θ2(θ1), este o funcţie continuă şi 

derivabilă de ordinul doi, monoton crescătoare, cu derivata     
   

   
 sau 

    
   

   
; 

- curbele de divizare ale celor două roţi dinţate sunt tangente pe tot 

parcursul rotaţiei, într-un punct coliniar cu cele două centre, ce se 

deplasează pe dreapta ce le uneşte; 

- curbele de divizare se rostogolesc fără alunecare una peste cealaltă. 

 

Rezultă astfel ecuaţiile definitorii ale curbei de divizare conjugate: 

 

  (  )  ∫
 

   

    
  

 

∫
  (  )

    (  )
   

  

 

 (3.34) 

  (  (  ))      (  ) (3.35) 
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Tabelele 3.10 şi 3.11 prezintă exemple de perechi de curbe de 

divizare conjugate exterioare. Pentru modelarea acestor curbe au fost 

consideraţi următorii parametri iniţiali: modulul m = 2 mm, numărul de dinţi 

ai pinionului z1 = 48, numărele de rotaţii N1 = N2 = 1. Generată ca 

superprimitivă, curba de divizare a pinionului este caracterizată de a = b =1 

(tabelul 3.10) şi a = 1.5, b = 1 (tabelul 3.11), respectiv; Exponenţii din 

funcţia de definire a superformei sunt detaliaţi în tabele. 

 
Tabel 3.10. Exemple de curbe de divizare conjugate exterioare, pentru a = b 

  

n = 1, n1 = 1, n2 = n3 = 4 n = 3, n1 = 3, n2 = n3 = 6 

 
Tabel 3.11. Exemple de curbe de divizare conjugate exterioare, pentru a ≠ b 

  

n = 2, n1 = 1, n2 = n3 = 4 n = 4, n1 = 3, n2 = n3 = 4.5 

 

3.3.2. Curbe de divizare interioare 

Pentru determinarea curbelor de divizare conjugate ale roţilor dinţate 

corespunzătoare angrenajelor interioare, se aplică un algoritm asemănător 

celui utilizat în cazul angrenajelor exterioare [122], cu următoarele 

modificări: 
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 funcţia ce defineşte raportul de transmitere este: 

 

   (  )  
   

   

 
  (  )

  (  )
 

  (  )   

  (  )
 (3.36) 

 

 ecuaţia (3.31) devine: 

 

  

  

 ∫
 

   (  )

  
  

 

    ∫
  (  )

  (  )

  
  

 

    ∫
  (  )

  (  )   

  
  

 

 (3.37) 

 

 determinarea distanţei dintre axe, prin metoda iterativă, are la bază 

incrementul: 

  
  

  

 ∫
  (  )

    (  )

  
  

 

         (3.38) 

 

 modelarea curbei de divizare conjugate şi mişcarea acesteia se bazează pe 

ecuaţiile: 

 

  (  )  ∫
 

   

    
  

 

∫
  (  )

  (  )   
   

  

 

 
 

(3.39) 

  (  (  ))    (  )    
(3.40) 

 
Tabel 3.12. Exemple de curbe de divizare conjugate interioare, pentru a = b 

  
n = 1, n1 = 1, n2 = n3 = 4 n = 2, n1 = 1, n2 = n3 = 4 
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Tabelele 3.12 şi 3.13 prezintă perechi de curbe de divizare conjugate 

interioare, cu axe de lungimi egale şi diferite, respectiv. Datele iniţiale, luate 

în considerare în algoritmul de generare a perechii de curbe de divizare 

sunt: modulul m = 2 mm, numărul de dinţi ai pinionului z1 = 48, numărele 

de rotaţii N1 = 2, N2 = 1. Generată ca superprimitivă, curba de divizare a 

pinionului este caracterizată de a = b = 1 (tabelul 3.12) şi a = 1.5, b = 1 

(tabelul 3.13), respectiv; Exponenţii din funcţia de definire a superformei 

sunt detaliaţi în tabele. 

 
Tabel 3.13. Exemple de curbe de divizare conjugate interioare, pentru a ≠ b 

  

n = 3, n1 = 3, n2 = n3 = 6 n = 4, n1 = 3, n2 = n3 = 4.5 

 

Se observă că, spre deosebire de rularea exterioară, unde formele 

formele curbelor de divizare erau asemănătoare, în modelarea curbelor de 

divizare conjugate interioare, există diferenţe mari între geometria acestora; 

astfel, curba de divizare a pinionului poate fi excentrică convexă, în timp ce 

curba de divizare condusă prezintă zone de concavitate accentuate (Tab. 

3.13). În plus, în cazul curbelor de divizare interioare, definite de parametrii 

a şi b diferiţi, cu parametrul n impar (n = 1, 3), curbele conducătoare se 

autointersectează, fapt ce duce la excluderea acestor exemple. 

 

3.4. CINEMATICA RULĂRII 

 

3.4.1. Curbe de divizare exterioare 

Figurile 3.7 - 3.10 ilustrează influenţa celor şase parametri definitorii 

ai superformei asupra geometriei curbelor de divizare exterioare ale roţilor 

dinţate cu transmitere variabilă a mişcării şi, implicit, asupra modului de 

variaţie a raportului de tansmitere instantaneu. Exemplele surprinse pun în 

evidenţă următoarele: 
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- pe măsură ce numărul de lobi n este mărit (Fig. 3.7), curbele de divizare 

îşi modifică geometria, variind de la forme convexe-excentrice (n = 1), la 

forme convex-concave, de tip poligonal, cu colţuri rotunjite, cu centru de 

simetrie (n = 2, 3). Raportul de transmitere înregistrează aceeaşi 

amplitudine, indiferent de numărul de lobi, n, ai curbelor de divizare, dar 

variaţia lui se repetă ciclic, pe parcursul unei perioade de rotaţie, de un 

număr de ori egal cu numărul de lobi. 

 

 
Fig. 3.7. Influenţa parametrului n asupra geometriei curbei de divizare (a) şi asupra 

raportului de transmitere (b) 

 

 
Fig. 3.8. Influenţa parametrului n1 asupra geometriei curbei de divizare (a) şi 

asupra raportului de transmitere (b) 

 

- pe măsură ce exponentul n1 este mărit (Fig. 3.8), concavitatea curbelor de 

divizare se diminuează, până la obţinerea curbelor convexe, ce tind spre 

forme circulare. Amplitudinea raportului de transmitere scade odată cu 
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creşterea exponentului n1; o creştere de 4 ori a valorii lui n1, duce la o 

scădere cu 233% a amplitudinii raportului de transmitere. 

 

3.4.2. Curbe de divizare interioare 

Figurile 3.11 – 3.14 prezintă influenţa celor şase parametri definitorii 

ai superformei asupra geometriei curbelor de divizare interioare ale roţilor 

dinţate cu transmitere variabilă a mişcării şi, implicit, asupra modului de 

variaţie a raportului de tansmitere.  

 

 
Fig. 3.13. Influenţa parametrului n3 asupra geometriei curbei de divizare (a) şi 

asupra raportului de transmitere (b) 

 

 
Fig. 3.14. Influenţa parametrului a asupra geometriei curbei de divizare (a) şi 

asupra raportului de transmitere (b) 

 

Analizând aceste figuri se poate observa că efectele modificării 

unuia dintre parametri sunt aceleaşi ca şi în cazul angrenării exterioare: 
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- asemănător cazului variaţiei numărului de lobi, creşterea exponentului n3 

(Fig. 3.13) implică modificarea geometriei curbelor de divizare, de la 

convexe, la convex-concave, şi creşterea amplitudinii raportului de 

transmitere. Pe măsură ce exponentul n3 se diferenţiază de n2, simetria 

curbelor se modifică, iar punctele de minim şi maxim, ale raportului de 

transmitere, se decalează. 

- modificarea uneia din lungimile axelor (Fig. 3.14) implică modificarea 

alternanţelor convex-concav şi diferenţierea vârfurilor de amplitudine. De 

asemenea, tipul raportului a/b (subunitar sau supraunitar) influenţează 

simetria curbelor de divizare şi frecvenţa variaţiei raportului de transmitere. 

 

 

4. GENERAREA DANTURII ROŢILOR 

DINŢATE CU TRANSMITERE 

VARIABILĂ A MIŞCĂRII 
 

 

4.1. INTRODUCERE 

 

Studiul literaturii de specialitate pune în evidenţă trei metode 

principale de generare a danturii roţilor dinţate transmitere variabilă a 

mişcării: generarea analitică a danturii, generarea bazată pe teoria înfăşurării 

suprafeţelor, simularea prelucrării. 

Pentru a contrui modelul CAD al roţilor dinţate cu transmitere 

variabilă a mişcării, este considerată, într-o primă variantă, generarea 

analitică a danturii. Complexitatea expresiei analitice a curbei de divizare a 

roţilor transmitere variabilă a mişcării impune desfăşurarea calculului 

matematic în mediul MATLAB© [40], [55], [96], [104], [125] cu precizie 

ridicată, pentru generarea flancurilor convex şi concav ale dinţilor; ulterior, 

curbele geometrice plane obţinute sunt importate în mediul AutoCAD® 

[110], prin intermediul limbajului de programare AutoLISP [8], [94], [95], 

[111], [113]  şi editate în vederea generării modelelor solide. 

În varianta simulării prelucrării roţilor cu transmitere variabilă a 

mişcării, prin rulare, se optează pentru scule de tip cremalieră şi cuţit roată, 

în funcţie de geometria curbei de divizare: convexă sau convex-concavă, 

respectiv. Analiza formei curbei de divizare şi limitarea variaţiei curburii 

acesteia sunt esenţiale pentru alegerea corectă a sculei aşchietoare şi 

generarea danturii în condiţii corecte. 
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4.2. GENERAREA  ANALITICĂ  A DANTURII  

 

Pentru generarea analitică a danturii, se consideră un angrenaj cu roţi 

dinţate cu curbele de divizare definite de parametrii superformei: a, b, n, n1, 

n2, n3, modulul m, numărul de dinţi z şi numărul de rotaţii N1, respectiv N2, 

pentru pinion şi roata condusă 

 

4.2.1. Generarea danturii roţii dinţate conducătoare 

 

Pentru generarea profilurilor flancurilor dinţilor roţii conducătoare, 

se urmăreşte rularea dintelui cremalierei generatoare pe curba de divizare a 

roţii dinţate cu transmitere variabilă a mişcării. Poziţionarea şi rularea 

sculei, la nivelul fiecărui dinte, respectă condiţiile geometrice şi cinematice 

ale angrenării roată dinţată – cremalieră. 

 

4.2.1.1. Generarea profilurilor flancurilor concave 

Se consideră curba de divizare a unei roţi dinţate transmitere 

variabilă a mişcării, modelată ca superprimitivă şi scalată corespunzător 

unor date de proiectare prestabilite: modulul m şi numărul de dinţi z. Se 

poziţionează fiecare flanc concav al dinţilor prin punctul Pi (Fig. 4.1 a), 

punct în care flancul intersectează curba de divizare şi care, la un moment 

dat, devine centrul instantaneu de rotaţie în mişcarea de rulare a curbelor de 

divizare conjugate, ale roţii şi cremalierei, respectiv. Dispunerea corectă a 

dinţilor pe circumferinţa curbei de divizare impune ca: 

    (       )         (   ) (4.1) 

unde     (       ) este lungimea arcului de curbă între punctele omoloage 

ale flancurilor consecutive concave (pasul danturii). 

În punctul Pi se determină tangenta la curbă, ce este totodată linia de 

divizare a cremalierei (l.d.c.); tangenta formează, cu raza vectoare a 

punctului Pi, unghiul μi. În ipoteza unui unghi de presiune α constant, la 

nivelul fiecărui dinte, la înclinarea cu unghiul α faţă de (l.d.c.), se 

poziţionează linia de angrenare (l.a.). Se notează cu ψi unghiul pe care linia 

de angrenare îl formează cu axa Ox. Linia de angrenare este perpendiculară 

pe flancul cremalierei, în punctul Eif. 

 Profilul evolventic al flancului concav, al dintelui “i” se obţine prin 

rularea cremalierei generatoare standard, în vecinătatea punctului Pi, în 

limitele unghiulare [θif, θiv] (Fig. 4.1 b), definite prin: 
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(4.2) 

unde    este unghiul polar corespunzător punctului Pi; 

              – incrementul unghiular corespunzător rulării dintelui cremalierei 

pentru generarea piciorului dintelui; 

     – incrementul unghiular corespunzător rulării dintelui cremalierei 

pentru generarea vârfului dintelui; 

 

  
a) b) 

Notaţii utilizate: 

 

(c.d.r.d.) – curba de divizare a roţii dinţate 
(l.d.c.) – linia de divizare a cremalierei generatoare 

(l.a.) – linia de angrenare curentă 

 

Fig. 4.1. Generarea piciorului flancului concav al dintelui roţii  

cu transmitere variabilă a mişcării 

a) începutul generării flancului concav; b) determinarea analitică a profilului evolventei; 

 

Ca urmare, generarea flancului concav al dintelui necesită: 

i) determinarea limitelor unghiulare între care se generează flancul dintelui. 

Incrementele unghiulare θif şi θiv se obţin din condiţia ca piciorul dintelui 
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şi capul dintelui să fie obţinute ca zone conjugate ale capului şi piciorului 

flancului cremalierei, respectiv, în timpul rulării; 

ii) stabilirea ecuaţiilor analitice corespunzătoare. 

 

I.a) Determinarea profilului flancului concav, în zona de picior a 

dintelui roţii 

Fie XPi, YPi coordonatele punctului Pi, relativ la sistemul de 

coordonate OXY, fix (Fig. 4.1 b). Pentru generarea flancului piciorului 

dintelui, rularea are loc de-a lungul arcului PiPif, pe curba de divizare a roţii, 

şi a segmentului PiTif, respectiv, pe linia de divizare a cremalierei. Astfel: 

    (      )  ‖     ‖ (4.3) 

unde ‖     ‖ este lungimea segmentului |     |. 

 

Relaţiile analitice finale ce definesc profilul evolventic al piciorului 

flancului concav al dintelui „i” al roţii dinţate cu transmitere variabilă a 

mişcării, poziţionat la unghiul θi, sunt: 

    
  (  )        ∫ √  ( )  (

  

  
)
   

   

              

    
  (  )        ∫ √  ( )  (

  

  
)
   

   

              

(4.13) 

 

I.b) Determinarea profilului flancului concav, în zona de vârf a 

dintelui roţii 

Pentru generarea flancului vârfului dintelui, rularea are loc de-a 

lungul arcului PiPiv, pe curba de divizare a roţii, şi a segmentului PiTiv, 

respectiv, pe linia de divizare a cremalierei (Fig. 4.2 a). Ca urmare: 

    (      )  ‖     ‖    (4.14) 

Se pot scrie relaţiile analitice finale ce definesc profilul evolventic al 

vârfului dintelui „i” al roţii dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, 

poziţionat la unghiul θi: 

    
  (  )        ∫ √  ( )  (

  

  
)
    

  

              
(4.21) 
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  (  )        ∫ √  ( )  (

  

  
)
    

  

              

unde θ  [θi , θi + θiv], semnul „+“ este folosit dacă  (  )   (    ), iar 

semnul „-“ este folosit dacă  (  )   (    ). 

 

  
a) b) 

Fig. 4.2. Generarea vârfului flancului concav al dintelui roţii  

cu transmitere variabilă a mişcării 

a) sfârşitul generării flancului concav; b) determinarea analitică a profilului evolventic 

  

Fig. 4.4. Flancurile concave ale dinţilor unei 

roți dințate cu transmitere variabilă a 

mişcării, cu curbă de divizare convexă. 

Parametrii definitorii: a = 1.5, b = 1, n = 4,  

n1 = 4, n2 = n3 = 3, m = 2 mm, z = 48 

Fig. 4.5. Flancurile concave ale dinţilor 

unei roți dințate cu transmitere variabilă a 

mişcării, cu curbă de divizare convex-

concavă. Parametrii definitorii:  

a = 1.5, b = 1, n = 6, n1 = 4,  

n2 = n3 = 2.5, m = 2 mm, z = 60 
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I.c) Reprezentarea grafică a flancurilor concave 

Figurile 4.4 şi 4.5 ilustrează curbele de divizare ale unor roţi dinţate 

cu transmitere variabilă a mişcării, cu geometrie convexă şi respectiv 

convex-concavă, de-a lungul cărora sunt generate profilurile flancurilor 

concave ale dinţilor, în mediul Matlab. 

 

4.2.1.2. Generarea profilurilor flancurilor convexe  

 

II.a) Determinarea profilului flancului convex, în zona de vârf a 

dintelui roţii 

O procedură similară celei prezentate la punctul Ia permite 

determinarea ecuaţiilor analitice ale profilului flancului convex al dinţilor 

roţii dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, cu particularităţile (Fig. 4.6): 

 Poziţia de referinţă a punctului Pi’(r(θi’)), situat deopotrivă pe curba de 

divizare a roţii şi pe flancul convex al dintelui „i”, este determinată astfel 

încât grosimea dintelui, larc(Pi, Pi’), măsurată pe curba de divizare, să fie 

jumătate din pasul danturii: 

∫ √  ( )  (
  

  
)
 

  
  
 

  

  
  

 
 (4.22) 

 Unghiul pe care îl formează linia de angrenare, ce trece prin punctul Pi’, 

cu axa OX este: 

  
    

    
     (4.23) 

unde semnul „+“ este folosit dacă  (  )   (    ), iar semnul „-“ este 

folosit dacă  (  )   (    ). 

Ecuaţiile ce definesc profilul evolventic al flancului convex al 

dintelui roţii dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, în zona de vârf, 

poziţionat la unghiul θ’i, sunt: 

 

     
  (   )         ∫ √  ( )  (

  

  
)
    

    

               

       (   )         ∫ √  ( )  (
  

  
)
    

    

               

(4.24) 
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a) b) 

Fig. 4.6. Generarea profilului flancului convex al dintelui roţii  

cu transmitere variabilă a mişcării 
a) generarea zonei de vârf a flancului; b) generarea zonei de picior a flancului 

 

II.b) Determinarea profilului flancului convex în zona de picior a 

dintelui roţii 

Pentru zona de picior a dintelui (Fig. 4.6 b) ecuaţiile ce definesc 

profilul convex al flancului, determinate asemănător cu cele din zona de 

picior a flancului concav, sunt: 

     
  (   )         ∫ √  ( )  (

  

  
)
     

   

               

       (   )         ∫ √  ( )  (
  

  
)
     

   

               

(4.25) 

 

II.c) Reprezentarea grafică a profilului flancurilor convexe 

Figurile 4.8 şi 4.9 ilustrează curbele de divizare ale unor roţi dinţate 

cu transmitere variabilă a mişcării, cu geometrie convexă şi respectiv 

convex-concavă, pe care sunt dispuse ambele flancuri ale dinţilor, generate 

în mediul Matlab. 
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Fig. 4.8. Profilurile dinţilor unei roți cu 

transmitere variabilă a mişcării, cu curbă 

de divizare convexă. Parametri definitorii:  

a = 1.5, b = 1, n = 4, n1 = 4, n2 = n3 = 3,  

m = 2 mm, z = 48 

Fig. 4.9. Profilurile dinţilor unei roți cu 

transmitere variabilă a mişcării, cu curbă 

de divizare convex-concavă. Parametri 

definitorii: a = 1.5, b = 1, n = 6, n1 = 4,  

n2 = n3 = 2.5, m = 2 mm, z = 60 

 

4.2.1.3. Modelarea solidă a roţii dinţate conducătoare 

Pentru a obține modelul virtual al roții, s-au creat baze de date cu 

parametrii     
,     

 (ec. 4.13),     
,     

 (ec. 4.18),      
,       (ec. 4.25), 

     
,       (ec. 4.24), după care, cu ajutorul unui nou cod (Anexa 10), creat 

în limbaj AutoLISP, vectorii au fost importați în mediul AutoCAD
®
, 

generându-se astfel profilurile flancurilor dinților, sub forma unor polilinii. 

Curbele de cap și de picior ale danturii au fost construite prin decalarea 

curbei de divizare, la distanțele 1·m, pentru curba de cap, respectiv 1,25·m 

pentru curba de picior. 

 

4.2.2. Generarea analitică a danturii roţii dinţate conduse 

Se consideră curba de divizare (c.d.r.d.1) a roţii dinţate conducătoare 

(Fig. 4.11), cu centrul de rotaţie în O1. 

Pentru a determina flancurile danturii roţii dinţate conduse, se 

consideră principalele elemente geometrice şi cinematice ale rulării: 

 distanţa dintre centrele roţilor, D, este constantă; 

 în momentul generării flancului concav al dintelui (i) al roţii 

conducătoare, având ca reper punctul P1i, curbele de divizare sunt în contact 

în punctul I0. Linia de angrenare corespunzătoare punctului Pi, (l.a.1), 

formează cu axa X a sistemului de referinţă fix, XO1Y, unghiul 1i; 

 fie P2i punctul corespondent punctului P1i, pe flancul convex al dintelui 

(i) al roţii dinţate conduse. După rotaţia roţii conducătoare, cu unghiul θ1i, şi 

a roţii conduse, cu unghiul θ2i, respectiv, punctele P1i şi P2i se suprapun şi 

reprezentă centrul instantaneu de rotaţie. În acel moment, dinţii roţilor sunt 
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în contact în punctele E’1ij = E’2ik; pentru ca punctele E’1ij şi E’2ik să fie 

conjugate, ele sunt generate de acelaşi flanc al cremalierei.  

 
Fig. 4.11. Generarea flancului roții dințate conjugate 

 

Pe baza acestor considerente, din Fig. 4.11, se pot scrie relaţiile: 
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(4.28) 

pentru flancurile convexe, respectiv: 
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(4.29) 

pentru flancurile concave, 

unde: 
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(4.30) 

(cx), (cv) – exponenţi ce indică tipul flancului (convex sau concav); 

              i – indice atribuit numărului dintelui; 

              j – indice atribuit incrementului unghiului. 

 

Figurile 4.12 și 4.13 ilustrează curbele de divizare ale unor perechi 

de roţi dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, cu geometrie convexă şi 

respectiv convex-concavă, având profilurile flancurilor dinţilor generate în 

mediul Matlab şi importate în AutoCAD. Sunt captate şi detalii din mediul 

AutoCAD, după “editarea” flancurilor. 

 

  

Fig. 4.12. Flancurile unui angrenaj de roți 

dințate necirculare, cu curbe de divizare 

convexe. Parametrii definitorii:  

a = 1.5, b = 1, n = 4, n1 = 4,  

n2 = n3 = 3, m = 2 mm, z = 48 

Fig. 4.13. Flancurile unui angrenaj de roți 

dințate necirculare, cu curbe de divizare 

convex-concave. Parametrii definitorii:  

a = 1.5, b = 1, n = 6, n1 = 4,  

n2 = n3 = 2,5, m = 2 mm, z = 60 

 

 

4.3. GENERAREA DANTURII PRIN SIMULAREA 

PRELUCRĂRII 

 

4.3.1. Simularea prelucrării cu cremalieră 

Generarea danturii cu profil evolventic a roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării, în ipoteza unghiului α constant, cu ajutorul 

cremalierei [123], [124], se bazează pe cinematica din Fig. 4.14.  
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Fig. 4.14. Cinematica danturării 

cu cremalieră (reprezentarea 

vitezelor) [80] 

 

Se consideră, astfel, următoarele elemente geometrice şi cinematice: 

– semifabricatul roţii are conturul exterior o curbă decalată cu un modul faţă 

de curba de divizare, o superformă scalată astfel încât perimetrul său să fie 

egal cu un număr întreg de paşi ai danturii de prelucrat (π·m·z); 

– cremaliera de generare are profilul standard, definit de modulul m şi 

unghiul de presiune α; 

– mişcarea semifabricatului şi a cremalierei sunt raportate la trei sisteme de 

coordonate (Fig. 4.15a): OfXfYf – sistem fix, cu originea în punctul iniţial 

de contact între curba de divizare a semifabricatului şi dreapta de divizare a 

cremalierei –, O1X1Y1 – sistem mobil, ataşat semifabricatului –, OcXcYc – 

sistem mobil, ataşat sculei. 

 
a) b) 

Fig. 4.15.Cinematica danturării roților dințate cu transmiterea variabilă  

a mişcării cu cremaliera în poziție inițială (a) şi curentă (b) 

 

În tabelul 4.1. sunt prezentate exemple de roți dințate cu transmitere 

variabilă a mişcării, caracterizate de curbe de divizare convexe, generate 



Cercetări privind roţile dinţate cu transmitere variabilă a mişcării 

 
 

 
31 

prin simularea prelucrării cu cremaliera. Modulul danturii s-a considerat 

m=2 mm. 

Tabel 4.1. Exemple de roți dințate necirculare generate cu cremaliera 

  
a = b = 1, n = 1, n1 = 1, n2 = n3 = 4, z = 36 a = b = 1, n = 3, n1 = 5, n2 = n3 = 3, z = 36 

 

4.3.2. Simularea prelucrării cu cuțitul roată 

Cuțitul roată este recomandat pentru danturarea roţilor cu transmitere 

variabilă a mişcării, cu curbă de divizare convex-concavă. Cinematica 

procesului de prelucrare este considerată relativ la sistemele de coordonate 

(Fig. 4.17a): OfXfYf – sistem fix, cu originea în punctul iniţial de contact, 

T0, între curbele de divizare ale semifabricatului şi cuţitului, respectiv, cu 

axa Yf pe direcţia tangentei comune la cele două curbe, în punctul T0; 

O1X1Y1 – sistem mobil, ataşat semifabricatului, cu originea în centrul polar 

al curbei şi orientarea iniţială identică cu cea a sistemului fix; OcXcYc – 

sistem mobil, ataşat cuţitului roată, cu originea pe axa Xf. 

Simularea danturării cu cuţitul roată are la bază următoarea 

cinematică: 

– semifabricatul se roteşte în jurul centrului O1, cu viteza ωrr, respectiv 

unghiul γr, şi translat de-a lungul axelor Xf şi Yf, pe distanţele xrt şi yrt, 

respectiv (Fig. 4.17b): 

  (  )      (  )    ⁄  (4.36) 

   (  )   (  )      (  ) (4.37) 

   (  )   (  )      (  ) (4.38)
 

– cuţitul roată execută doar mişcare de rotaţie cu viteza ωcr, respectiv 

unghiul γc: 
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  (  )  
 (  )

  

 (4.39) 

 

 
a) b) 

Fig. 4.17. Cinematica danturării roților dințate cu transmitere variabilă  

a mişcării cu cuțitul roată în poziție inițială (a) şi curentă (b) 

 

Tabelul 4.2 ilustrează exemple de roți dințate cu transmitere variabilă 

a mişcării, caracterizate de curbe de divizare convex-concave, danturate cu 

„cuţitul roată”. Modulul danturii este m = 2 mm. 

 
Tabel 4.2. Exemple de roți dințate necirculare generate cu cuțitul roată 

 

 
a = b = 1, n = 2, n1 = 1, n2 = n3 = 5, z = 40 a = b = 1, n = 3, n1 = 1, n2 = n3 = 4, z = 42 
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4.3.3. Generalizarea procesului de simulare a prelucrării  

 

4.3.3.1. Analiza geometriei curbei de divizare 

Curbele de divizare ale roţilor dinţate cu trnamsitere variabilă a 

mişcării, ca superforme, pot fi curbe convexe sau convex-concave, în 

funcţie de valorile parametrilor definitorii. Luând în considerare necesitatea 

prelucrării danturii, în condiţii corecte, raza de curbură a superformei este 

un element prioritar în controlul fenomenului de subtăiere. 

Un cod Matlab dedicat (Anexa 3) permite calcularea razelor de 

curbură, evaluarea acestora relativ la valoarea 0 şi determinarea zonelor de 

concavitate ale curbei. 

Analiza convexităţii curbei de divizare este un prim pas în procedura 

de selecţie a sculei aşchietoare corecte. Următorul pas are în vedere condiţia 

de prelucrabilitate a danturii, respectiv evitarea subtăierii. 

 

a) Danturare cu cremaliere  

Din teoria roţilor dinţate cilindrice [14], evitarea subtăierii, în cazul 

prelucrării cu cremaliere, presupune ca (Fig. 4.20):  

   ‖  ‖  
 

⇔            (4.42) 

unde ha este înălţimea capului dintelui; 

        R – raza cercului de divizare a roţii cilindrice; 

         – unghiul de presiune al cremalierei.  

 
Fig. 4.20. Evitarea subtăierii la prelucrarea cu cremalieră 

 

Întrucât curba de divizare necirculară este definită de o rază 

variabilă, riscul apariţiei subtăierii este luat în calcul pentru raza minimă a 
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curbei, min; considerând-o ca raza unei roţi dinţate cilindrice echivalente, R, 

inecuaţia (4.42) devine: 

 ̅    
    

 
 

 

      

 (4.43) 

Domeniile de variaţie a parametrilor definitorii, ce satisfac condiţia 

(4.43), şi exemple de curbe se regăsesc în figurile 4.20 – 4.27. Analizând 

aceste figuri se observă că: 

–  pentru curbe de divizare convexe cu un lob (n = 1), cu a = b (Fig. 4.21), 

domeniul de variaţie a razei minime de cubură se măreşte pe măsură ce 

exponenţii n2 şi n3 cresc. Pentru o valoare prestabilită a exponenţilor n2, n3, 

raza minimă de curbură creşte odată cu creşterea exponentului n1. În situaţia 

în care exponentul n1 creşte de 6 ori, limita superioară a intervalului 

admisibil de variaţie a exponenţilor n2, n3, creşte de 2,25 ori. Din exemplele 

de curbe de divizare se observă că pentru exponenţi n2 şi n3 diferiţi simetria 

curbelor se modifică. 

 
Fig. 4.21. Variaţia razei de curbură pentru curbe de divizare cu 1 lob şi a = b 

 

b) Danturarea cu cuţit roată  

Considerând generarea danturii pe semifabricat cu secţiune convex-

concavă prin rularea cu un cuţit roată, definit de modulul m şi număr de 
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dinţi zs, subtăierea apare în zona concavă a curbei, caracterizată de raza 

minimă, min.  

 

 

Fig. 4.29. Evitarea subtăierii la prelucrarea cu cuţit roată 
 

Pentru a evita subtăierea, teoria generării roţilor dinţate cilindrice 

impune ca ca (Fig. 4.29) [26]: 

      (4.44) 

unde 

 ̅   ̅         (4.45) 

 ̅   , raza de cap a danturii cuţitului roată, este exprimată adimensional: 

 ̅   
  
 

   (4.46) 

iar 

           (
  

  
  )  (

 

   
            )  

        

(4.47) 

unde as este unghiul de presiune al danturii cuţitului roată. 

 ̅   ̅         (4.48) 

 ̅  , raza de cap a roţii echivalente, este exprimată adimensional: 

 ̅   
  
 

   (4.49) 

iar 
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           (
  

  
  )  (

 

   
            )  

        

(4.50) 

unde fp este unghiul de presiune al roţii echivalente 

         ze - număr de dinţi ai roţii dinţate cilindrice echivalente: 

 

   [
      

 
] (4.51) 

Verificarea relaţiei (4.44) permite obţinerea domeniilor de variaţie 

admisibilă a parametrilor n2, n3, astfel încât în zonele concave ale roţii de 

prelucrat să fie evitată subtăierea (Tab. 4.5 – 4.10). 

 Tabel 4.5. Variaţia exponenţilor n1, n2, n3 şi exemple de curbe  

pentru a = b şi n = 2 

 

Pentru k = 1, 2, 3, parametrii definitorii ai superformei pot varia 

conform tabelelor 4.5 – 4.10. Analizând aceste tabele, se pot trage 

următoarele concluzii: 

 Pe măsură ce parametrul n1 ia valori mai mari, domeniul de variaţie 

admisibil, a parametrilor n2 şi n3, se măreşte; 

 Creşterea numărului de lobi implică necesitatea alegerii unui parametru 

n1 mai mare, astfel încât să se poată obţine forme adecvate; 

 În cazurile în care parametrii a şi b sunt diferiţi, iar parametrul n are 

valoare impară, curbele rezultate sunt deschise. 

 

4.4. ANALIZA COMPARATIVĂ A PROCESELOR DE 

GENERARE A DANTURII 

 

După generarea danturii roţilor dinţate cu transmitere variabilă a 

mişcării, prin cele două metode, generarea analitică şi generarea prin 

simularea rulării, analiza comparativă a danturilor generate permite a 
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evidenţierea preciziei de generare a profilului dinţilor. Astfel, prin 

suprapunerea secţiunilor transversale ale roţilor dinţate, se pot observa 

diferenţele ce apar între cele două profile. 

În particular, au fost selectate:  

a) o roată dinţată cu curbă de divizare convexă, definită de parametrii:  

a = b = 1, n = 1, n1 = 1, n2 = n3 = 4, m = 2 mm, z1 = 36, N1 = 1; 

b) o roată dinţată cu curbă de divizare convex-concavă, definită prin:  

a = b = 1, n = 2, n1 = 1, n2 = n3 = 5, m = 2 mm, z1 = 40, N1 = 1; 

 

 
                                 a)                 b) 

Fig. 4.31. Dantura generată analitic şi prin simularea rulării 

a – roată cu curbă de divizare convexă; b - roată cu curbă de divizare convex-concavă 

 

Se constată că, în cazul roţii dinţate cu curbă de divizare convexă, 

generată prin  simularea prelucrării cu cremaliera (Fig. 4.30a), profilurile 

flancurilor se suprapun – detaliul A; apar diferenţe doar la înălţimea 

dintelui, fapt explicat prin editarea suplimentară a profilului generat analitic 

(prelungirea flancului până la cercul de picior şi realizarea racordării). 

Precizia de generare la piciorul dintelui este nesatisfăcătoare în cazul 

simulării prelucrării – detaliul B –, depinzând de incrementul de deplasare a 

cremalierei. În ceea ce priveşte roata dinţată cu curbă de divizare convex-

concavă (Fig. 4.30b), se constată diferenţe  la nivelul grosimii şi înălţimii 

dinţilor – detaliul A. Este evident că precizia de generare în cazul simulării 

prelucrării cu cuţitul roată este afectată atât de precizia de calcul a 



Cercetări privind roţile dinţate cu transmitere variabilă a mişcării 

 

 

 
38 

cinematicii procesului, din mediul Matlab, cât şi de precizia de editare şi 

manipulare a solidelor cu configuraţie complexă, în mediul AutoCAD. 

 În concluzie, rezultă că metoda  analitică de generare a danturii 

roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării este mai precisă şi conduce 

la modele solide ce pot fi mai uşor manipulate în cercetările ulterioare. 

 

4.5. PRELUCRAREA ANGRENAJELOR CU TRANSMITERE 

VARIABILĂ A MIŞCĂRII VARIABIL 

 

Prelucrarea roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării se poate 

realiza prin metode clasice, specifice danturilor standard – rulare, copiere – 

cu echipamente tehnologice modificate corespunzător geometriei roţilor 

[13]; aceasta presupune, însă, utilizarea unor roţi şablon, a lanţurilor 

cinematice suplimentare etc, ce influenţează negativ precizia de prelucrare 

şi complexitatea echipamentului. 

 

 
Fig. 4.32. Prelucrarea roţilor dinţate cu transmitere variabilă  

a mişcării prin tăiere cu jet de apă 
 

În literatura de specialitate, metoda de prelucrare a roţilor dinţate 

transmitere variabilă a mişcării, menţionată frecvent, este metoda bazată pe 

modelul CAD al roţilor, respectiv tăierea prin eroziune electrică, tăierea cu 

laser şi tăierea cu jet de apă şi material abraziv. În acest context, pentru 

finalizarea cercetărilor privind modelarea/generarea roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării, au fost prelucrate angrenaje cu curbe de 

divizare convexe şi convex-concave, respectiv, prin tăiere cu jet de apă (fără 

abraziv). Prelucrarea prin tăiere cu jet de apă şi abraziv este recomandată 

prelucrării unor materiale de tipul: oţel, sticlă, plastic, lemn etc, cu grosimi 

de până la 10 cm. Acest procedeu de prelucrare este recomandat de gama 

largă de materiale ce pot fi tăiate, rapiditatea configurării şi a programării, 

numărul mic de dispozitive de prindere necesare, căldura mică degajată în 
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timpul prelucrării, absenţa solicitărilor mecanice în piese, siguranţa ridicată 

din timpul prelucrării. 

În Fig. 4.32 este prezentată schema de lucru pentru tăierea roţilor 

dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, din policarbonat, cu grosimea de 

3 mm. Presiunea de lucru a apei a fost reglată la 4 Mpa. 

Tabelele 4.11 şi 4.12 ilustrează angrenaje cu transmitere variabilă a mişcării 

(Tab. 4.11 – roţi dinţate cu curbe de divizare convexe; Tab. 4.12 – roţi 

dinţate cu curbe de divizare convex-concave), ce au fost prelucrate prin 

tăiere cu jet de apă.  

 
Tabel 4.11. Roţi dinţate necirculare cu curbe de divizare convexe  

(a,b – roată dinţată conducătoare; c,d – roată dinţată condusă) 

  
a) b) 

  

c) d) 

 

Prima coloană prezintă modelul CAD al roţilor, iar cea de a doua 

coloană prezintă produsul finit. Parametrii definitorii ai geometriei roţilor 

sunt: 

– a = 1.3, b = 1, n = 2, n1 = 2, n2 = 5, n3 = 3, m = 3 mm, z1 = 36, N1 = N2 = 1 

(Tab. 4.11); 
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– a = 1.5, b = 1, n = 4, n1 = 3, n2 = n3 = 3.75, m = 3 mm, z1 = 56, N1 = N2 = 1 

(Tab. 4.12). 

 
Tabel 4.12. Roţi dinţate necirculare cu curbe de divizare convex-concave  

(a,b – roată dinţată conducătoare; c,d – roată dinţată condusă) 

  
a) b) 

  

c) d) 

 

 

5. ANALIZA ANGRENĂRII ROŢILOR 

DINŢATE CU TRANSMITERE 

VARIABILĂ A MIŞCĂRII 
 

5.1. INTRODUCERE 

 

Modelarea virtuală a roţilor dinţate cu transmitere variabilă a 

mişcării permite continuarea unei vaste cercetări teoretice asupra condiţiilor 

de angrenare, cu obietive precum analiza petei de contact, câmpul de 

tensiuni şi deformaţii, influenţa parametrilor geometrici definitorii ai 

danturii şi ai erorilor de generare şi poziţionare a roţilor dinţate asupra stării 

de tensiuni şi deformaţii etc. Din acest punct de vedere, literatura de 

specialitate este lacunară, în comparaţie cu analiza roţilor dinţate standard 
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[9], [10], [27], [56], [64-66], [97], [98] [137], lipsa informaţiilor fiind 

justificată, poate, prin varietatea largă de forme şi materiale, lipsa unor 

proceduri standardizate etc. Utilizarea roţilor dinţate cu transmitere 

variabilă a mişcării, în industrie, certifică însă performanţele acestor roţi şi 

generează, după caz, idei de îmbunătăţire a condiţiilor de funcţionare.  

 

5.2. ANALIZA PETEI DE CONTACT 

 

Analiza angrenării roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, 

în mediul virtual, se bazează pe corectitudinea şi precizia calculelor 

geometrice şi cinematice prezentate în cap. 3 şi urmăreşte, ca prim element 

de studiu, evoluţia petei de contact.  

 
Fig. 5.1. Algoritm pentru simularea rulării 

 

5.2.1. Simularea angrenării în spaţiul 2D 

Simularea angrenării roţilor dinţate cu transmitere variabilă a 

mişcării, cu dantură dreaptă, se derulează în spaţiul 2D, conform 

algoritmului prezentat în Fig. 5.1. 

Tabelele 5.1 şi 5.2 surprind poziții particulare ale roţilor dinţate în 

angrenare, atât pentru roţi dinţate cu curbe de divizare convexe, cât și pentru 

cele cu curbe de divizare convex-concave. 

Tabel 5.1. Angrenarea roţilor dinţate, cu curbe de divizare convexe 

  
θ1 = 20.01o, θ2 = 25.40o  θ1 = 45.03o, θ2 = 54.41o 
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Tabel 5.2. Angrenarea roţilor dinţate, cu curbe de divizare convex-concave 

  
θ1 = 20.01o, θ2 = 24.46o θ1 = 45.03o, θ2 = 48.33o 

 

5.2.2. Simularea angrenării în spaţiul 3D 

Analiza petei de contact, desfăşurată la nivelul modelelor solide ale 

roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, este necesară atât pentru a 

obţine informaţii calitative referitoare la angrenarea danturii, cât şi pentru 

studiul ulterior privind starea de tensiuni şi deformaţii. Simularea 3D a 

angrenării pune în evidenţă distribuţia şi evoluţia contactului între flancurile 

conjugate ale dinţilor.  

 

  
a) b) 

Fig. 5.2. Angrenaje cu roţi dinţate cu curbe de divizare convexe (a) şi curbe de divizare 

convex-concave (b) 

 

Studiul virtual al angrenării se desfăşoară conform procedurii:  

- se generează analitic profilul flancurilor dinţilor unui angrenaj cu roţi cu 

curbe de divizare specificate, în Matlab, şi se importă în AutoCAD, unde, 

prin editare 2D şi extrudare, se obţin modelele solide ale roţilor (Fig. 5.2);  

- se analizează, pe roata conducătoare, poziţia dintelui corespunzător razei 

minime a curbei de divizare şi se extrage, din Matlab, intervalul unghiular 

definit de poziţia de intrare în angrenare a dintelui şi poziţia de ieşire, 
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respectiv. În acest interval sunt selectate şase unghiuri, la nivelul cărora a 

fost evidenţiată şi investigată pata de contact, sub aspectul distribuţiei pe 

dinte şi a ariei corespunzătoare. Se menţionează că pata de contact analizată 

este obţinută prin rotaţia pinionului în sens orar şi corespunde unei 

interferenţe impuse prin rotirea suplimentară a acestuia. 

Tabelul 5.3 prezintă evoluţia petei de contact în angrenarea unor roţi 

dinţate cu curbe de divizare convexe (Fig. 5.2a). Se constată că, pe raza 

minimă a curbei de divizare specifice roţii dinţate conducătoare, este plasat 

dintele 13, al cărui flanc activ este generat în intervalul unghiular [79.98
o
, 

96.14
o
]. După rotirea elementelor angrenajului până la intrarea în contact a 

dintelui 13 de pe roata conducătoare, aceasta este rotită cu un unghi 

suplimentar de 0,014
o
. Studiul petei de contact vizează distribuţia acesteia la 

nivelul dinţilor şi variaţia corespunzătoare a ariei. Astfel, se constată că 

dintele intră în angrenare cu o arie a petei de contact de 9,34 mm
2
, atinge 

valoarea maximă de 14,87 mm
2
, în poziţia 5, în urma unei rotaţii cu 93,12

o
 a 

pinionului şi de 92,12
o
 a roţii conduse şi părăseşte angrenarea cu o valoare 

minimă a ariei petei de contact de 5,14 mm
2
. De asemenea, se constată că 

angrenarea este bipară. 

 
Tabel 5.3. Pata de contact în angrenarea roţilor dinţate  

cu transmitere variabilă a mişcării, cu curbe de divizare convexe 

  

θ1 = 79.98
o
, θ2 = 82.99

o
 θ1 = 96.14

o
, θ2 = 94.28

o
 

 

 

5.3. ANALIZA STĂRII DE TENSIUNI ŞI DEFORMAŢII 

 

Unul din elementele specifice geometriei roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării, care fac dificile proiectarea standardizată a 

danturii şi prognosticarea evoluţiei angrenării, este profilul dintelui; fiecare 

dinte are un profil diferit şi poate angrena doar cu dintele conjugat. În acest 



Cercetări privind roţile dinţate cu transmitere variabilă a mişcării 

 

 

 
44 

sens, analiza stării de tensiuni şi deformaţii joacă un rol important în 

urmărirea modului în care se comportă aceste roţi. 

Pentru analiza stării de tensiuni şi deformaţii, prin metoda 

elementelor finite [35], se utilizează softul SolidWorks [47], [83], [106], 

[133], [117] şi modelele prezentate în cazul analizei petei de contact. 

Materialul ales este oţel, cu coeficientul lui Poisson ν = 0,29 şi modulul de 

elasticitate E = 2,05·10
5
N/mm

2
.  

 

 

Fig. 5.3. Aplicarea forţelor pe dinţii roţilor dinţate cu transmitere variabilă a mişcării 

 

Forţa este aplicată pe suprafaţa rezultată în urma analizei petei de 

contact, pe direcţia liniei de angrenare. Se aplică pinionului un cuplu M = 

10
3
 Nmm. Pe baza analizei petei de contact, se stabileşte o schemă de 

încărcare a danturii (Fig. 5.3), astfel încât: 

          
( )

             
(   )

 (5.1) 

unde pi, pi+1 sunt presiunile aplicate dinţilor aflaţi în angrenare. Presiunea pi 

este aplicată dintelui situat la distanţa minimă de centrul de 

rotaţie, la ieşirea din angrenare; 

        Ai, Ai+1 – suprafeţele petelor de contact pe dinţii i, (i+1); 

           
( )

,   
(   )

 – lungimea razelor vectoare ale punctelor de aplicaţie a 

forţelor, ca rezultate ale presiunilor considerate 

uniform distribuite pe suprafaţa de contact. 

În ipoteza aplicării unei presiuni pi = 1 N/mm
2
, pe dintele care iese 

din angrenare, se determină presiunea pi+1 corespunzătoare dintelui vecin. 

Astfel, celui de al doilea dinte i se aplică o presiune de 1.1103 N/mm
2
, în 

cazul roţilor dinţate convexe, şi o presiune de 0.3828 N/mm
2
, în cazul 

roţilor dinţate convex-concave. 
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5.3.1. Roţi dinţate cu curbe de divizare convexe 

Figura 5.4 prezintă discretizarea cu elemente tetraedrice a danturii 

roţii dinţate convexe, rezultând un total de 434839 elemente şi 610880 

noduri.  

 

Fig. 5.4. Discretizarea danturii roţii dinţate convexe 

 

 

Fig. 5.5. Distribuţia tensiunilor echivalente Von Mises în cazul danturii roţii dinţate 

convexe 
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Fig. 5.6. Câmpul deformaţiilor în cazul danturii roţii dinţate convexe 

 

Figura 5.5 prezintă distribuţia tensiunilor echivalente Von Mises 

pentru roata dinţată convexă. Întrucât obiectivul principal al analizei este 

dantura, se ignoră tensiunile transmise în butuc. Din figură se observă că, în 

urma contactului dintre cei doi dinţi conjugaţi, tensiunile apar pe suprafeţa 

de contact şi la baza dinţilor. Tensiunile maxime se înregistrează la baza 

dinţilor şi au valorile de 0.7 N/mm
2
, în cazul dintelui (i), şi 1 N/mm

2
 în 

cazul celui de al doilea dinte, pentru roata cu curbă de divizare convexă. 

Figura 5.6 prezintă starea de deformaţii pentru roata dinţată convexă. 

În mod evident, deformaţiile maxime apar în varful dinţilor, atingând 

valoarea maximă de 0.0009525 mm, pe dintele (i) al roţii dinţate convexe. 

 

5.3.2. Roţi dinţate cu curbe de divizare convex-concave  

Figura 5.7 prezintă discretizarea cu elemente tetraedrice a danturii 

roţii dinţate convex-concave, rezultând un total de 532648 elemente şi 

745635 noduri. 
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Fig. 5.7. Discretizarea danturii roţii dinţate concav-convexe 

 

În cazul roţii dinţate convex-concave (Fig. 5.8), tensiunile maxime 

sunt de 0.8 N/mm
2
, la nivelul dintelui (i), respectiv 0.3 N/mm

2
, pe dintele 

(i+1). 

Figura 5.9 prezintă starea de deformaţii pentru roata dinţată convex-

concavă. Deformaţiile maxime, în cazul roţii dinţate convex-concave, apar 

în varful dinţilor şi ating valoarea de 0.00294 mm. 

 

 

Fig. 5.8. Distribuţia tensiunilor echivalente Von Mises în cazul danturii  

roţii dinţate convex-concave 
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Fig. 5.9. Câmpul deformaţiilor în cazul danturii roţii dinţate convex-concave 

 

5.3.3. Influenţa parametrilor definitorii ai superformei asupra 

stării de tensiuni şi deformaţii  

Odată stabilită procedura de analiză a stării de tensiuni şi deformaţii 

se urmăreşte modul în care parametrii definitorii ai superformei influenţează 

tensiunea echivalentă Von Mises maximă, ce apare la baza dintelui, şi 

deformaţia maximă, ce apare la vârful dintelui. 

 

 
Fig. 5.10. Influenţa parametrului n asupra tensiunii maxime Von Mises 
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Figurile 5.10 – 5.13 prezintă valorile maxime calculate ale 

tensiunilor echivalente Von Mises, în cazul variaţiei parametrilor definitorii 

ai superformei. Din figura 5.10 se observă că, pe măsură ce valoarea 

parametrului n creşte, tensiunea echivalentă maximă (σ1max) scade, de la 

1,16 N/mm
2
, când n = 2, până la 0,64 N/mm

2
, pentru n = 4. 

În mod similar este analizată influenţa parametrilor n1, n2, n3 şi a 

asupra tensiunii maxime Von Mises. 

Figurile 5.14 – 5.17 prezintă evoluţia deformaţiilor maxime, pentru 

variaţia parametrilor n, n1, n2 = n3 şi a. 

Din figura 5.14 se observă că pe măsură ce valoarea parametrului n 

creşte, deformaţiile maxime scad. Când n = 1, valoarea deformaţiei maxime 

(D1max), la nivelul capului dintelui, este de 0.0017984 mm, în timp ce pentru 

n = 3, aceasta scade la 0.0014203 mm. 

 

 
Fig. 5.14. Influenţa parametrului n asupra deformaţiei maxime 

 

În mod similar este analizată influenţa parametrilor n1, n2, n3 şi a 

asupra deformaţiei maxime. 

 

 

6. CONSIDERAŢII FINALE 
 

Lucrarea de faţă are ca obiectiv generarea roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării pornind de la ipoteza definirii curbei de 

divizare a roţii conducătoare. În ideea de generalizare a procesului de 
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modelare a acestor roţi, se introduce superforma definită de Gielis. Un prim 

criteriu în alegerea valorilor optime ale parametrilor definitorii ai 

superformei urmăreşte respectarea anumitor condiţii analitice şi geometrice, 

respectiv: 

– continuitatea şi derivabilitatea funcţiei de definire (cu derivata continuă), 

este asigurată de valori reali ale exponenţilor:      ,         ; 

– închiderea curbei când coeficientul unghiular polar, n, este impar necesită 

egalitatea semilungimilor axelor şi a exponenţilor n2 şi n3; 

– evitarea punctelor de întoarcere în geometria curbelor şi a valorilor reduse 

a razelor de curbură este asigurată de valori ale exponenţilor n1, n2, n3 cu 

atât mai mari cu cât coeficientul polar, n, este mai mare. 

Algoritmul de modelare a curbelor de divizare conjugate ale unui 

angrenaj cu roţi dinţate cu transmitere variabilă a mişcării, în ipoteza 

definirii curbei de divizare conducătoare, urmăreşte determinarea distanţei 

dintre axe şi respectarea condiţiilor de rulare. Datorită complexităţii ecuaţiei 

superformei, pentru a determina distanţă dintre axe, se concepe un procedeu 

iterativ, de calcul numeric, cu precizia impusă de 10
-6

. Cunoscând distanţa 

dintre axe, se generează curba de divizare a roţii dinţate conduse şi se 

studiază influenţa parametrilor definitorii asupra formelor curbelor de 

divizare conjugate şi asupra legii de variaţie a raportului de transmitere. 

Studiul influenţei parametrilor definitorii ai superformei asupra 

geometriei şi cinematicii curbelor de divizare conjugate ale angrenajelor cu 

transmitere variabilă a mişcării se bazează pe algoritmi şi coduri originale, 

în Matlab, care afişează rezultate atât numeric, cât şi grafic. 

Odată cu rezolvarea problemei de generare a curbelor de divizare 

conjugate, parcurgerea etapei de determinare a profilului dinţilor introduce 

un al doilea criteriu de selecţie a familiei de superforme, respectiv condiţia 

de evitare a subtăierii. Simularea prelucrării danturii, cu scule tip 

cremalieră, pentru curbele convexe, şi scule de tip cuţit roată, pentru curbele 

convex-concave, este posibilă dacă: 

– raza minimă de curbură a curbelor de divizare convexe este mai 

mare decât raportul m/sin
2
α; 

– lungimea peste 1,2,3 dinţi ai cuţitului roată este mai mare decât 

lungimea peste 1,2,3 dinţi, respectiv, ai semifabricatului. 

Generarea analitică a danturii roţilor dinţate ale angrenajelor cu 

transmitere variabilă a mişcării are la bază o metodă originală de 

determinare a ecuaţiilor analitice definitorii ale flancurilor dinţilor, bazată 

pe relaţii algebrice simple în contextul unei configuraţii geometrice 

adecvate, a respectării contactului între flancurile conjugate ale dinţilor roţii 

conducătoare şi conduse, a poziţionării corecte şi variabile a liniei de 

angrenare. Codul original, conceput în Matlab, generează profilul 
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flancurilor dinţilor, indiferent de convexitatea/concavitatea curbelor de 

divizare. Importate în AutoCAD, flancurile sunt editate – sunt limitate între 

curbele de picior şi de cap şi se execută racordările la piciorul dintelui – şi 

dantura este extrudată în vederea obţinerii modelelor solide ale roţilor 

dinţate. Secţiunea transversală a roţilor unui angrenaj cu transmitere 

variabilă a mişcării este ulterior introdusă în softul unei maşini de tăiat cu 

jet de apă şi se obţin prototipurile unor angrenaje cu roţi cu profil convex şi 

convex-concav, respectiv. 

Simularea rulării în spaţiul bidimensional şi analiza evoluţiei petei de 

contact, în spaţiul tridimensional, are drept scop validarea relaţiilor 

cinematice, pe baza cărora au fost generate roţile dinţate cu raport de 

transmitere variabil.  

Analiza petei de contact permite studiul stării de tensiuni şi 

deformaţii, prin plasarea corectă a încărcărilor în zonele maxim solicitate. 

Pentru aceasta, este considerat un cuplu de 10
3
 Nm şi este aplicată o 

presiune, pe primul dinte aflat în angrenare, de 1 N/mm
2
. Presiunea este 

aplicată pe suprafaţa rezultată în urma analizei petei de contact, iar pentru o 

distribuţie corectă a sarcinii, este determinată presiunea pentru cel de al 

doilea dinte, în funcţie de suprafeţele de contact şi de braţele forţelor. Este 

urmărită de asemenea influenţa parametrilor definitorii ai superformei 

asupra stării de tensiuni şi deformaţii. 

 

 

7. CONTRIBUŢII PERSONALE ŞI 

PERSPECTIVE 
 

7.1. CONTRIBUŢII PERSONALE 

 

Lucrarea de faţă introduce, ca element novator, superforma lui Gielis 

pentru definirea curbei de divizare a roţii dinţate conducătoare, în încercarea 

de generalizare a procesului de modelare a roţilor dinţate cu transmitere 

variabilă a mişcării. Traseul de desfăşurare a cercetărilor a vizat următoarele 

puncte cheie: trecerea în revistă a cercetărilor actuale în domeniu, 

conectarea abordărilor originale privind generarea curbelor de divizare şi 

generarea danturii, la metodele tradiţionale, şi investigarea angrenării. 

Îndeplinirea obiectivelor de cercetare a pus în evidenţă următoarele 

contribuţii originale: 

 

1. Pentru definirea curbei de divizare a roţilor cu transmitere 

variabilă a mişcării, este introdusă ecuaţia superformei. Generarea 
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familiilor de superforme şi analiza geometriei optime a acestora, în vederea 

satisfacerii condiţiilor geometrice impuse de necesitatea de amplasare 

ulterioară a danturii, are la bază un cod original, în Matlab (Anexa 1); 

2. Modelarea curbelor de divizare conjugate ale angrenajelor cu 

transmitere variabilă a mişcării, pe baza ipotezei definirii curbei de divizare 

a roţii conducătoare are la bază algoritmul tradiţional de modelare. 

Complexitatea ecuaţiei superformei conduce la abordări numerice şi 

iterative, susţinute de noi coduri în Matlab (Anexele 1 şi 2), atât pentru 

rularea exterioară, cât şi pentru cea interioară; 

3. Generarea danturii roţilor dinţate cu transmitere variabilă a 

mişcării, în variantă analitică, are la bază o metodă proprie şi coduri 

originale, în Matlab şi AutoLISP (Anexele 4 şi 5), care permit obţinerea, 

în mediul virtual, a profilului danturii roţilor conducătoare şi conduse, 

respectiv rezolvarea problemelor numerice, transferul bazelor de date între 

mediile de programare, editarea grafică finală a dinţilor;  

4. Generarea danturii roţilor dinţate cu transmitere variabilă a 

mişcării, prin simularea prelucrării, a necesitat un studiu prealabil asupra 

geometriei curbei de divizare, susţinut de un noi coduri Matlab, în 

vederea alegerii corespunzătoare a sculei şi evitării subtăierii (Anexele 

6-8). Automatizarea procesului de simulare s-a realizat în mediul 

AutoCAD, pe baza unor coduri proprii în Matlab şi AutoLISP (Anexele 

9-12) care să calculeze cinematica „aşchierii”, să transfere datele între 

mediile de lucru şi să animeze prelucrarea; 

5. Literatura de specialitate privind angrenarea roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării este lacunară. Din acest motiv, studiul 

realizat în lucrarea de faţă poate fi considerat unic şi original; acesta constă 

în simularea angrenării perechilor de roţi dinţate, cu dantură exterioară, în 

spaţiile 2D şi 3D, pentru urmărirea corectitudinii angrenării şi evoluţiei 

petei de contact. În acest sens este conceput un cod original AutoLISP 

(Anexa 13); 

6. Analiza petei de contact facilitează studiul stării de tensiuni şi 

deformaţii, prin plasarea corectă a încărcărilor în zonele maxim solicitate. 

Caracterul original al analizei constă în utilizarea şi sintetizarea 

informaţiilor obţinute în mediul SolidWorks pentru formularea unor 

concluzii privind influenţa parametrilor definitorii ai superformei asupra 

stării de tensiuni şi deformaţii. 

 

7.2. PERSPECTIVE DE CERCETARE 

 

Activitatea de cercetare desfăşurată în vederea îndeplinirii 

obiectivelor propuse pentru lucrarea de faţă a permis identificarea 
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problemelor complementare de studiu a danturii roţilor dinţate cu 

transmitere variabilă a mişcării, cum ar fi:  

– proiectarea curbelor de divizare în ipoteza generalizării legii de mişcare a 

elementului condus; 

– proiectarea danturii în ipoteza unghiului de presiune variabil, de la un 

dinte la altul şi chiar de la un flanc la altul, la nivelul aceluiaşi dinte;  

– proiectarea danturii înclinate; 

– proiectarea unor echipamente tehnologice speciale care să permită 

prelucrarea pe maşini unelte tradiţionale etc. 
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